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От редактора перевода

Предлагаемая вниманию читателей книга Л. Гласса и М. Мэ

ки, известных американских специалистов в области теории фи

аиологичесних ритмов, уникальна в двух отношениях .

Прежде всего она представляет собой блестяще написанное

популярное введение в современную теорию колебаний вообще и

в теорию физиологических колебаний в частности. От опублико

ванных до сих пор в СССР отечественных и переводных книг,

посвященных применению теории колебаний к бвологвческии

системам, книга Л. Гласса и М. Мзки отличается тем, что в ней

большое внимание уделяется новым разделам - хаосу, странным

аттракторам и волновым пропессам в активных средах.

Несмотря на то, что авторы обсуждают сложнейшие математи

ческие проблемы, от читателя не требуется специальной матема

тической подготовки для того, чтобы следить яа математически

ми идеями, обсуждаемыми в книге (правда, знакомство с нача

лами высшей математики является все же желательным). Необ

ХОДИмый вспомогательный материал математически менее подго

товленныв читатели могут найти в приложении в конце книги,

где даются алементарные сведения об обыкновенных и разност

ных дифференциальных уравнениях и о простейших методах

анализа их решений. Основные понятия современной теории ко

лебаний - - такие, как стационарные состояния, предельные цик

лы, фазовая плоскость, бифуркация, хаос и шум, странные атт

ракторы - авторами вводятся в гл. 2 и 3. Представление о двух

типах возникновения колебаний - мягком и жестком - вводится

в гл. 5. В гл. 6 и 7 читатель эвакомитоя с такими повятиямв,

как фазовые сдвиги колебаний, вызываемые однократными возму

щениями, и свнхровиаация колебаний слабыми периодическими

воздействиями . В гл . 8 излагаются основные представления о вол

НОВЫ..{ процессах в возбудимых средах.

Таким образом, для читателя, имеющего биологическую и ме

дицинскую подготовку, эта книга может быть полезной для озна

комления с теоретичесними основами широкого «руга биологиче

ских явлений - от стационарного состояния и простых колебаний

до хаоса и волн,- изложенными очвпь СЖатО и увлекательно.
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От редактора перевода

Другая особенность этой книги в том, что она содержит пре

красный обзор экспериментальных данных, полученных при изу

ченви биологических ритмов у человека и экспериментальных

животных. И хотя этот обзор не является полным в библиографи

ческом отношении, его важная особеваость состоит в том, что в

нем тщательно отобранными примерами иллюстрируются практи

чески все основные математические идеи, обсуждаемые в книге.

Эти примеры помогают усвоению теории и дают ясное представ

лепив о том, как успешно могут использоваться математические

методы теории нолебавий в исследовании разнообразных процес

сов, связанных с биологическими ритмами.

Особый интерес у читателя вызовет последняя глава (гл . 9) ,
в которой обсуждается концепция динамических болезней - бо

лезней, которые вызываются не инфекционными патогенами, а

нарушениями временной организации биологических подсистем.

Авторы книги являются горячими сторонниками и пропаганди

стами этои концепции, приобретающей в последние годы все

больше сторовнинов среди физиологов и медиков . Особенность

динамических заболеваний состоит в том, что для разработки эф
фективных методов их лечения необходимо иметь математичеекие

модели и знать их качественные свойст ва . Возможно, лучшим

аргументом в пользу ковцепции динамических болезней является

сам фант существования 11 быстрого развития за последние

20-25 л вт в биологии 11 медицине новых дисциплин - хрово

биологии и хрономедицины, включающей в себя такие разделы,

как хронопатология, хровотврапия, хровофармакология и хроно

токсикология. Основой методологии этих дисциплин является ак

сиома о существовании временной организации живых существ,

из которой вытекает необходимость учета динамики биологиче

ских процессов при разработке эффективных методов лечения

раанообразных (и не только динамических) заболеваний.
Нmтга может оназаться очень полезным учебным пособием

для студентов, а спирантов и научных сотрудников, специализв 

рующихся в области биофизики, физиологии И, в особенности, в

биоритмологии и хрономедицине. Она может привлечь и матема

тиков, иптересуюгцихся приложениямп теории колебаний н би 

ологпи п медицине .

т



Предисловие

в этой книге рассматривается примененив магематини к изу

чению физиологических ритмов в норме и патологии. Она адресо

вана биологам, врачам, физикам и тем математикам, которые хотят

ознакомиться с биологическими ритмами с теоретических позиций.

Повсюду в этой книге мы обсуждаем биологические примеры

и приводим избранные математические модели, чтобы выделить

основные концепции. Биологические примеры были подобраны

т ак, чтобы проиллюсгрировать большое разнообразие динами

ческих процессов , протекающих в системах различных органов.

Для большинства приведеиных биологических примеров в настоя

щее время невозможно дать однозначную теоретическую интер

п регацию. Следовательно, математические модели не нацелены

на точное описание реальных биологических систем, но служат

лишь их упрощенными идеалиаациями. Мы попьггались выделить

основные принципы и представить их в возможно более простом

виде. Несмотря на частые перекрестные ссылки, главы в значи

тельной степени не зависят друг от друга, и их веобязательно

читать в том порядке, в каком они представлены. Однако чит а

теЛЮ1 с недостаточной математической подготовкой придется

обращаться к гл. 2 и 3 за разъяснениями незнакомых понятий.

В математическом приложении дается более подробное изложение

некоторых основных математических методов, а также примеры

и задачи для иллюстрации примененив этих методов к конкретным

ситуациям.

Из-за большого диапазона возможных применвний теории

мы не могли привести здесь исчерпывающую библиографию.

Вместо этого мы попытались указать несколько важнейших источ

ников по каждой теме, чтобы помочь читателю ориентироваться

в соответствующей литературе. Чтобы не прврыватъ изложения,

мы собрали ссылки на литературу в отдельные разделы «Заме

чания и литература», которые следуют в конце каждой главы.

На протяжении многих лет мы извлекали огромную пользу

113 обсуждений и сотрудничества со студентами и коллегами. Мы

особенно благодарны J . Belair, Р . Dormer, А. Goldberger, С. Gra
\"е5, М. Н. Gue\'ara, U. ап der Heiden, S. А. КаиНтап , J. Кеепег,

А. Lasota, J . С. ~'1ilton, Н . Perez, G. А. Petrillo, А. Shrier, Т. Trip-
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penbach и А. Т. Winfree. J. G. Milton, S. Strogatz , J. Tyso п и

А. Т. Winfree сделали много полезных предложений, насающихся

стиля книги, а З. G. Milton предложил ее основное название.

Рисунки были выполнены В. Gavin, а S. James помогла с пере

печаткой.

Мы хотели бы поблагодарить J udith Мау и АНсе Calaprice
ИЗ издательства Привстовсного университета за их помощь и со

веты на протяжении всей работы по выпуску этой книги.

Ннига была частично написана в то время, когда Леон Гласс

находился с исследовательскимвизитом в НалифuрнийСКОМ уни

верситете в Сан-Диего, а 1\1. С. Маки - В Онсфордском И Бре

менском университетах. Мы благодарны Н . Abarbanel и А. Mandell
(Сан-Диего), J. D. Murray (Оксфорц) и Н. Schwegler (Бремен)

за их гостеприимство. И наконец, мы пояьаовадисьисслелова

гельснимисубсидиями,предоставленнымиСоветом по естественным

наукам и инженерным исследованиям (Канада), Нападсной кар

двологчческой ассоциацией и Нанадсвим пульмонологичесним

фондом.

Монреаль

Август 1987
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Глава 1

Введение: Ритмы жизни

Физиологические ритмы составляют основу жизни. Одни ритмы

поддерживаются в течение всей жизни, и даже кратковременное

их прерывание приводит к смерти. Другие появляются в опре

деленные периоды жизни индивидуума, причем часть из них нахо

дится под контролем сознания, а часть протекает неаависимо

от него. Ритмические процессы взаимодействуют друг с другом

и с внешней средой .

Изменение ритмов, выходящее за пределы нормы, либо появле

ние их там, где они раньше не обнаруживались, связано с бо

лезнью.

Понимание механизмов физиологических ритмов требует объе

динения математического и физиологического подходов. Особенно

уместным является использование методов из раздела математики,

называемого нелинейной динамикой. Основы нелинейной дина

мики были заложены Пуанка ре в конце прошлого века, но за

последние 25 лет они получили значительное развитие. К сожале

нию, основные понятия нелинейной динамики обычно представ

л яются в форме, доступной хорошо подготовленному математику,

но затруднительной для фиаиоло га-прантика. Однако многие из

центральных идей , примвнимых к биологии, могут быть изложены

на конкретных физиологических примерах. Цель этой книги

ознакомить читателя с последними достижениями нелинейной

динамики в ее приложении к физиологии в форме, понятпой нема

тематику. Мы надеемся , что те, кто обладает математической под

готовкой , найдут интересными для себя многочисленные физиоло

гические примеры и что для некоторых из них многие неясные

явления физиологии, которые мы обсуждаем, послужат стимулом

для дальвейшах исследований. В этой главе дается краткий обзор

книги и суммируются затронутые в ней темы с использованием

нескольких физиологических примеров.

1.1. Математич:ескиепонятия

Обычно принято измерять физиологические величины как

функции времени. Для характеристики таких временных после

довательностей разработаны четыре основные математические по

нятия: стационарные состояния, колебания, хаос и шум.
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Со времени пионерсних работ Бернара, Нэвнона и др. стало

МОДНЫМ, если не обязательным, предварять книги по физиологии

обсуждением гомеостааа. Гомеостаз - это относительное посто

янство факторов внутренней среды, таких как содержание сахара,

газов и электролитов в крови, осмотическое давление, кровяное

давление и рН. Физиологическое понятие гомеостаза может быть

связано с понятием стационарных состояний в математике. Ста

ционарные состояния соответствуют постоянным решениям мате

матического уравнения. Выяснение механизмов, удерживающих

КрОlO1ечекие [ 20с

среднее (145
артер)l~ЛЬН. -v--------- .....-- ---~

давление 125

дРтеРмаЛЬ.[170
ное

ДЗ8JIeJI"с 130

90
(.... 1Цст) •J<РО80течсиме

(2 МЛjкr веса тела)

Рис. 1.1. Изменение артериального и среднего артериального давлении

в ответ на быстрое небольmое кровотечеиие у собаки, анестезированной
пентобарбитаяои натрия. По данным Hosomi and Hayashida (1984).

изменения переменных в узких пределах, является важной обла

стью физиологических исследований. В качестве примера гомео- :

статического механизма рассмотрим ответ на небольшое кратко

временное кровопускание у анестезированной собаки (рис. 1.1).
Вслед за потерей крови активируются рефлекторные механизмы,

которые восстанавливают кровяное давление до уровня, близкого

к равновесному, в течение нескольких секунд.

Хотя, как всем известно, среднее кровяное давление поддер

живается относительно постоянным, сокращения сердца пред

ставляют собой почти периодический процесс. Периодическая

электрическая активность может наблюдаться с помощью элентро

кардиограммы. На рис. 1.2 представлен пример нормальной

кардиограммы. Все мы знакомы также с ритмами сердцебиений,

дыхания, размножения и нормальным циклом сна и бодрство

вания. Менее очевидными, но в равной степени физиологически

важными являются колебания в многочисленныхдругих системах,

например секреция инсулина и лютеинизирующего гормона ,
перистальтвческие волны в кишечнике и мочеточнике, электри

ческая активность коры головного мозга и автономной нервной
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системы, сужение перифервческих кровеносных сосудов и зрачка.

Физиологическим колебаниям соответствуют периодические реше

ния математических уравнений.

Разумеется, всем известно, что тщательные измерения любой

физиологической переменной никогда не дают временной после

довательности, которая была бы абсолютно стационарной или

периодической. Даже системы, которые считаются стационарными

или периодическими, всегда дают флуктуации вокруг векогорого

фиксированного уровня или периода колебаний . Нроме того,

~ тг - :· · ';lШТ" ". " ]~ ii;' .;;1 "'Т; э г,::'jЩ ,:"Г ..' " ;; :;''f.ТЧ!l~r,Г7. ..-
:kJ ( : ,,::,,:: ;:; ,,;; ,,: :;·:1:::" 1:" ,. :

1Fj:++-f-+"4 (. Т, Лi , .' : .... .".. .. .. , I : " ::: .. •

If.;++-н--t"-I Q R ~ ' д ! .. ,:,: , ! ' ' ;.;; .. :

." :: .. i; 1+;;. ~: r.lli.~j .~. . , :;" "':.:: .. :~ : ": j ~ !:!: :::" :.!о' :

" . ' .- . ...

".• ~f ~ i :: ' 0' .. . !:: . . "

• ••• • • , о" : . " ." :

;: .. ::!:

1_ ·t с-" _ 1....:. о : : :.:; ..:: .. "" , ~. ":":J.:IJili;. ._ .. ..

Рис. 1.2. Нормальная электрокардиограмма. Зубец Р соответствует деполя

ризации предсердий, комплекс QRS - деполяризации желудочков, зубец

т - реполяривации желудочков. Один большой квадратик соответствует

0.2 с по горизонтали и 0.5 мВ по вертикали. По данным Goldberger and Gold-
berger (1986).

существуют системы настолько нерегулярные, что может оказаться

трудным найти лежащий в их основе стационарный или периоди

ческий процесс. Одним из источников физиологической изменчи

вости являются флуктуации в окружающей среде. Во время еды,

двигательной активности и отдыха уровень сахара в крови и уро

вень инсулина изменяются характерным образом (рис. 1.3).
Подобным же образом кровяное давление изменяется в ответ на

изменения двигательной активности и позы. Физиологические

ритмы могут сами воздействовать на другие ритмы, вызывая их

изменения. Примером может СЛУН\ИТЬ синусовая аритмия, при

которой сердечный ритм ускоряется во время вдоха . Хотя такая

изменчивость не всегда с легкостью поддается теоретическому ана

лизу, ее провсхожпение часто нетрудно попять.

Более загадочны ситуации, в которых флуктуации обнаружи

ваются даже тогда, когда параметры внешней среды поддержи

ваются на максимально возможном постоянном уровне и никакие

возмущающие воздействия не обнаруживаются. Например, влек

троэнцефалограмма измеряет среднюю электрическую активность

локальных участков коры головного мозга и обнаруживает флук

туации во времени, которые часто носят совершенно иервгулярный

характер (рис. 1.4). Эти ситуации представляют значительные
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Рис. 1.3. Изменение уровней иммунвореактвввого инсулина (1 R 1) и глю

козы крови (BG ) у амбулвгорво здоровых людеii в течение 48-часового

периода. Пунктирные кривые представляют собоii записи , полученные от

отдельных испытуемых; сплошные Линии - усредненные кривые для группы

испытуемых. Обозначения: В = завтрак; L = ленч; Sk = легкая закуска;

D = обед; Su = ужин ; Е = 1 час прогулки пешком. По данным Molnar ,
Taylor and Langworthy (1972).
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Рис. 1.4. Эленгроавцефалограима, записанная у здоровой 17-летвей дев ушки

во время естественного сна . Имеются веретена с частотой 14 ГЦ , везависнмые

с каждой стороны . На верхней линии обозначены интервалы величиной

в 1 с. Представлены одновременные записи от восьми электродов , положения
которых показаны па диаграмме. По данным К НоЬ et al. (1981).
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ТРУДНОСТИ для понимания механизмов, ведущих н воанинноввнвю

не регулярноствй.

Математика предлагает нам два различных способа рассмотре

ния нерегулярностей, присущих физиологии. Более распростра

ненным из них является взгляд на нерегулярности как на шум,

относящийся Н случайным флуктуациям. Например, такие слу

чайные флуктуации часто наблюдаются при открывании и закры

вании каналов в нейронах и сердечных клетках, проводящих

ионные токи (рис. 1.5). Хотя термин «хаос» часто используется
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Рис. t .5. ТОКИ, протекающие через каяиевый канал одиночной клетки из

атриовентрикулярного узла сердца кролика. Видны норотние импульсы

с амплитудой 2.4 пА при потенциале покоя -20 мВ. Гистограммапредставляет

собой распределения длительностей винульсов тока и аппроксимнруетси

одной окспоиевтой. По данным Sakmann, Noma and Trautwein (1983).

в качестве синонима шума, у него возникло совершенно иное мате

матическое значение. С математичесной точки зрения, под хаосом

подразумевается случайность или нерегулярность, возникающие

в детерминированной системе. Другими словами, хаос наблю

дается даже при полном отсутствии шума в окружающей среде.

Важным аспектом хаоса является существование заметной зави

симости динамики от начальных условий. Это означает, что хотя

в принципе возможно предсказание развития процесса во времени,

в действительности это оназывавтся невозможным, поскольку

любая погрешность в определении начальных условий, какой бы

малой она ни была, приводит к ошибочному предскаэапию пвко

торого достаточно отдаленного будущего.
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Некоторые уравнения имеют решения, не являющяеся периоди

ческими и флуктуирующие верегуяярвым образом. Существование

таких уравнений было известно Пуавкаре и математикам, рабо

тавшим в более позднее время, но признание этих явлений в естест

венных науках было достигнуто лишь недавно. Применение таких

уравнений в биологии и физиологии вызывает в настоящее время

большой интерес.

На практике встречаются колебания вокруг некоторого сред

него значения либо колебания, которые являются более или менее

регулярными. Что-либо узнать о динамической системе, порож

дающей подобное поведение, путем анализа наблюдаемых флук

туаций - задача весьма нетривиальная.

Главы 2 и 3 знакомят с понятяями устойчивых (стационарных)

состояний, колебаний, шума и хаоса в математике. Мы покавы

ваем, как эти явления могут описываться уравнениями и как

происходят переходы между различными типами динамического

поведения. Поскольку некоторые материалы этих глав элемен

тарны, те, кто обладает определенными поввавиямв в математике,

могут пропустить какие-то из этих разделов. С другой стороны, те,

кто менее подготовлен в математике, и те, кто не любит читать

о математических идеях, могут перейти к другим главам, исполь

зуя главы 2 и 3 для справок, когда в этом возникнет необходи

мость .

1.2. Математические модми

БВOJIоrвческвх ОСЦJlJlJUlТО)ЮВ

Существует обширная литература, в которой предлагается

множество различных типов моделей генерации физиологических

ритмов. Простойшей из них является ревахсационная модехь.

nopor разряда

Время

Рис. 1.6. Релаксационнаямодель. Активность возрастает до порога разряда

и затем возвращается к нулю.

в таких моделях величина, называемая активностью, возрастает

до пороговогозначения, приводящегок возникновениювекоторого

события. Затем активность воэврашается к нижнему вороговому

значению. Этот процесс представлен схематически на рис. 1.6.
Если скорости нарастания и спада активности до пороговых вна-
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чений фиксированы и если фиксированы также пороговые зна

чения, то генерируется периодическая последовательность собы

тий, частоту которой легко определить.

Примером физиологической системы, моделью которой может

служить релаксационная модель, является система регуляции

рефлекса мочеиспускания. С течением времени мочевой пузырь

наполняется и происходит мочеиспускание, затем ЦИКЛ повторяет

ся вновь. У здорового взрослого мочеиспускание происходит

100

V(Mit} ·50

Рис. 1.7. Моменты мочеиспускания и опорожняемый объем, ааписаввые

у пациента с карциаомой мочевого пувыря. Данные из работы АЬгашв ,
Feneley and Torrens (1983).

6 -10 раз в день, причем опорожняемый объем достигает 300
600 ил, Однако у беременных женщин и больных с серьезной пато

логией мочевого пуэыря или простаты нередко наблюдается ПОВЫ

шенная частота мочеиспускания, уменьшенный объем и ночное

авдержание мочи. На рис. 1.7 поназава запись опорожняемого

объема и времен мочеиспускания у больного с карцивомой моче

вого пузыря. Нам неизвестны подробные количественные иссле

дования или теоретический анализ рефлекса мочеиспускания и его

патологических вариантов. Релаксационные модели были исполь

зованы для моделирования многих других систем, и в этой книге

часто будем пользоваться такими моделями.

Хотя релаксационные модели часто используются в физиоло

гии, и мы обсудим их в нескольких последующих главах, обычно

принято моделировать биологические осцилляторы нелинейными

уравнениями', Колебания в таких системах чаще всего связаны

с существованном предельного цикла и представляют собой такие

колебвная, которые устанавливаются после небольшого возму

щающего воздействия. Необходимость использования нелввейных

уравнений обусловлена тем, что они точно отражают сложную

структуру физиологических систем.

В недавних работах покааано, что матеметическве модели

физиологических систем, в которых может быть получена перио

дическая динамика, могут обнаруживать также нерегулярное хао

тическое поведение в некотором интервале значений параметров .

В качестве примера мы приводим на рис. 1.8 данные для девушки,

страдающей хронической маедогеивой лейкемией (ХМЛ). ХМЛ

является результатом нарушения продукции кровяных клеток
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(гемопоаза) и обычно характеризуется сильным увеличением со

держания в крови белых клеток крови, навываемых нейтрофилами;

3а прошедшие два десятилетия клинвческиии данными установ

лено существование интересного периодического процесса: число

нейтрофилов периферической крови колеблется вокруг повышен

ного уровня с периодом 30-70 дней в зависимости от пациента.
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Рис. 1.8. (а) Изменение числа циркулирующих белых кровяных клеток во
времени у 12-летней девочки с диагнозом хронической траиулоцитарной лей

кемии. Перерисовано из работы Gatti et al. (1973). (Ь) Хаотическая динамика,

полученная численным ивтегрвровааиея неливейнога дифференциального

уравнения с задержкой, моделирующего регуляцию геиоповва. ПО данным

Mackey and Glass (1977).

Математическая модель системы регуляции гемопозза обнаружи

вает как периодическое, так и хаотическое динамическое пове

дение.

Пример хаотической динамики для этой системы показан на

рис. 1.8Ь. В гл. 4 представлен обзор математических моделей

биологических ритмов, использующих нелинейныв уравнения.

Мы показываем, что такие модели могут дать качественное, а иног

да и количественное согласие с наблюдаемым колебательным по

ведением.
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Мы не пытаемся дать систематический и подробный обзор

всех исследований, касающихся ритмогенеза, потому что реальные

механизмы ритмогеввва в конкретных системах, как правило,

не вполне ясны и являются предметом дискуссий. Кроме того,

многие из функционально важных характеристик конкретных

систем - например, их ответ на возмущение и механизмы ини

циирования и прекрвщевия колебаний - могут анализироваться

в отсутствие точных знаний о механивмах , связанных с генерацией

колебаний.

1.3. Возмущевие фвавеаогвчееввк ритмов

Физиологические ритмы не являются изолированными про

цессами. Происходят многочисленные вааимодейотвия ритмов как

друг С другом, так и с внутренней и внешней средой. С функцио

нальной точки зрения представляется важным анализ механизмов,

связанных с инициированием и подавлением физиологических

ритмов, и эффектов одиночных и периодических возмущений этих

ритмов.

Различные физиологические ритмы появляются и исчезают

на различных этапах в течение всей жизни индавидуума. Сердеч

ные и дыхательные ритмы возникают во время внутриутробного

развития, и даже кратковременное прерывавие этих ритмов

после рождения приводит к смерти. Менструальный ритм вклю

чается в период полового созревания женщин и продолжается на

протюкении почти 35 лет, прерываясь только во время беремен

ности и лактации. Сильные ритмические сокращения матки во

время родов инициируются естественным путем через 38-42 не

дели после оплодотворения,либо могут быть индуцированы меха

нически или химически. Постоянно происходят ритмические пери

стальтичеенвесокращенияи суточныефлуктуациимногочисленных

физиологических параметров (например, температуры, скорости

образования мочи, содержания сахара в крови), и мы не замечаем

это. Другие ритмы, такие как двигательная активность, жевание,

сон и оргазм, обычно требуют активных усилий для их инициации

со стороны индивидуума.

В гл. 5 мы обсуждаем несколько различных способов иницииро

вания и подавления физиологических ритмов. Одним из способов

првкращения ритмов является использование стимула критиче

ской величины, прилагаемого в критической фазе текущего ритма.

Этот способ иллюстрируется на рис. 1.9, который показывает

действие деполярваующего стимула, приложенвого к спонтанно

осциллирующемупрепарату, состоящему из синусво-предсердных

(СП) клеток (пейсмекернаяткань) сердца кролика. В большинстве

случаев стимул сдвигает фазу ритма, и лишь в нвбольшом диа

пазоне фаз ритм уничтожается. Приаввнве того факта, что веко-
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торыв колебания могут быть устранены одиночным стимулом,

является важным выводом, основанным на математическом ана

лизе свойств спонтанно колеблющвхся систем. Экспериментальное

наблюдение остановки генератора сердечного ритма одиночным

возмушающим стимулом подтвердило прецскааания, вытекающие

из теоретического анализа, что такое поведение вовможно. Общая

~]~B
-70

Ic;

Рис. 1.9. Фазовый сдвиг (кривые 1 и 2) и подавление спонтанной активности
(кривая 3) пейсмекеров синоатриальноro узла у котят короткими подпорого

выии деполяризующими импульсами. Спонтаввая активность подавляется

только в узком диапазоне амплитуд и фаз стимула. По данным J alife and Ant-
zelevitch (1979).

проблема анализа влияния одиночных. а также периодических

стимулов представляет исключительный интерес по ряду различ

ных причин.

1. В норме амплитуда , частота и фаза биологического генера

тора обычно находятся под контролем внешних стимулов. Таким

образом, характеристика воздействий одиночных и периодических

стимулов имеет важное значение для понимания функционального

значения ритмов.

2. Биологические ритмы, возникающие в патологическом со

стоянии , могут генерироваться или диагностироваться возмуще

нием текущего ритма.

3. Возмущение ритмической активности физиологического ге

нератора может быть использовано для получения информации

о свойствах колебаний , лежащих в ее основе. Наоборот, если

т
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известны свойства модельного генератора, можно сделать пред

сказания, касающвеся ожидаемых ответов генератора на одиноч

ные и периодические возмущения при изменении параметров сти

мула в эксперименте.

В гл. 6 мы рассматриваем эффект одиночных стимулов на

спонтанные колебания. Одиночный стимул обычно сдвигает фазу

(а)

(Ь) .NJ

(е) ЖШJ~

(d) \J\JLJ\J
(е)

(f)

т.с е

Рис. 1.10. Запись трансмембранного потенциала спонтанно сокращающихся
агрегатов клеток из сердца куриного эмбриова. На записях (Ь) - (е) быстрое

откяонввив вверх представляет собой артефакт, возникающий при периоди

ческой стимуляции внутриклеточным микроэвектродои . (а) контроль; (Ь) за

хват фазы 2 : 1; (с) захват фазы 3 : 2; (d) захват фазы 1 : 1; (е) захват фазы
2 : 2, стимул попадает в две различные фазы цикла; (f) захват фазы 2 : 3.

По данным Glass et al. (1984).

текущего ритма, но величина сдвига зависит как от амплитуды,

так и от фазы приложенного стимула.

В гл. 7 рассматривается влияние периодических стимулов на

физиологические ритмы. В ответ на периодическое внешнее воз-
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действие может происходить захватывание частоты и фазы физио

логического ритма периодическими стимулами. В этом случае

существует такой периодический режим, что каждым N циклам

одного ритма соответствуют М циклов другого ритма. Чтобы

проиллюстрировать это, мы покааываем захватывание фазы по

тевцвалов действия спонтанно сокращающихся агрегатов клеток

(а)

1,ОС

(Ь) 1.0,...----------,

'f i+l 0 .5

..:

r
О 0 .5

Ч'i

1.0

Рве. 1.11. (а) Хаотическая динамика, возникающая в том же самом препарате,
что и на рис . 1.10. (Ь) График зависимости фаз последовательных стимулов

от величины предшествующего стимула, построенный 00 той же самой записи,

которая покавана в (а). Фазы определяяись путем нахождения отношения

между интервалом времени от начала нарастания потенциала действия до

момента приложения каждого стимула и свободным периодом при отсут

ствии стимуляции. Впервые хаос в таком препарате наблюдали Guevara,
Glass and Shrier (1981). Этот рисунок заимствован из работы Glass, Shrier

and Belair (1986).

желудочка из сердца эмбриона цыпленка периодической электри

ческой стимуляцией (рис. 1.10). Видно также, что при других

частотах и амплитудах стимуляции устойчивого захватывания

фазы не наблюдается. Вместо этого наблюдается нерегулярная

апериодическая динамика (рис. 1.11а). Относитель ная фаза наж

дого стимула определяется как интервал времени между передним

фронтом и стимулом, деленный на средний период свободных

колебаний. Если построить график зависимости фазы каждого
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стимула от предшествующего стимула, то между ними

прослеживается явная связь (рис. 1.11Ь). В этом примере форма

функции на рис. 1.11Ь указывает на то, что нерегулярвость свя

зана С хаосом.

1.4. Простраветвевныеколебания

В большей части этой книги мы явно не рассматриваем про

стравствевную организацию колебаний. Обычно нолебания рас

пространяются упорядоченноот пейсиекерной ткани, как, напри

мер, в сердце. Однако при некоторых обстоятельствах простое

распространение типа волн, исходящих от пейсмекера, не обна

руживается, и в этом случае необходимо рассматриватьпростран

ственные свойства колебаний. Гл. 8. посвящена организации коле

баний в пространстве.

Главное условие возможности распространения активности 
это способность тхани " вогбиждению, Это означает, что стимул

(в типичном случае зто деполяризация нервной или мышечной

ткани) может распространяться в соседнюю ткань, не затухая.

Возбудимость наблюдается как в покоящвйся ткани, так и в ре

жиме спонтанных колебаний. Однако в обоих случаях вслед за

возбуждением обычно наблюдается рефра"mерн,ыii. период, во вре

мя которого ткань не может быть возбуждена. В одномерной

среде это приводит к упорядоченному распространению возбуж

дения в виде бегущей волны. Две ПРОТИВОПОо1южно направленные

волны не проходят друг через друга, а аннигияаруют. Нромв того,

по мере увеличения частоты стимуляции проведение каiКДОГО из

импульсов становится невозможным, и передки случаи, когда

некоторые импульсы полностью или частично блокируются . Такие

явления в сердечной мышце, и, возможно, в других возбудимых

гнанях , таких как гладкая мышца, имеют важное значение для

медицины. В системах большей размерности распространение

возбуждения может быть более сложным, и помимо простых

Волн, раопрострапяющихся упорядоченно из точечного источника,

наблюдаются другие, более сложные формы распространения.

В последние годы интерес к распространяющимся волнам

и успехи в их изучении были обусловлены исследованиями реак

ции Белоусова - Жаботинского - химической реакции, откры

той в России в 1950-х годах, - которая обладает возбудимой кине

тикой. Одно из замечательных свойств этой реакции занлючаетея

в том, что в число химических реагентов входит индикатор воссга

новленности-оквслениоств среды ферроин, который изменяет цвет

в ходе реакции. Благодаря этому можно проследить протекание

реакции. При проведении реакции в чашке Петри сначала обна

руживаются структуры, напоминающие мишень, которые обра

зованы концентрическими круговыми волнами, распространяю-
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швмися В направлении от центра (рис. 1.12). Эти структуры, по

видимому, возникают в области пейсмекера, нередко это просто

пылинка или царапина на чашке Петри, при этом различные пейс

менеры могут иметь разную частоту. В 1972 г. Winfree обнаружил,

что если наклонить чашку, то концентрические структуры могут

быть нарушены и возникают сложные геометрические фигуры

Рис. 1.12. Волны химической активности в возбудимой среде, реакция Бело

усова - Жаботинского. Слева видны концентрические волны, " распростра

няющиеся от точечвоro источника; справа - спиральные вояиы, вращаю

щився по часовой и против часовой стрелки. Первое ваблюдевве спиральных

волн химической активности принадлежит Winfree (1972). Рисунки предо-

ставлены А. Т. Winfree.

в виде одноруких спиралей (рис. 1.12) . В одной и той же чашке все

спирали вращаются с одинаковой скоростью и могут быть легко

наблюдаемы экспериментально.

Важность этой реакции заключается в том, что она, по-видимо

му, дает представление о механизмах простраветвенной органи

зации в живой возбудимой биологической ткани. Например, было

высказано предположение, что явление «риентри» в кардиологии

аналогично спиральным структурам в реакции Белоусова - Жабо

тинского . В трехмерных возбудимых средах были найдены еще

более сложные геометрические конфигурации.

1.5. ДИВ8МlJ1Iеские болезни

Человеческое тело представляет собой сложную систему, орга

низованную во времени и пространстве. При многих заболеваниях

нормальная организация нарушается и заменяется аномальной

динамикой. Мы предложили называть вти болезни, характе риз ую-
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шився аномальной в ременной организацией, динамическими бо

лезнями. На протяжении ряда лет эта проблема стоит в центре

внимания наших исследований и исследований других авторов,

ааивтересованных в применении математики к изучению болезней

человека . Повсюду в этой книге мы приводим примеры различных

физиологических систем, в которых аномальная динамика оказы

вается связанной с болезнью. В таких случаях можно ожидать,

что адекватное математическое описание соответствующей системы

физиологического регулированвя сможет выявить качественные

изменения в динамике, связанные С началом заболевания.

Хотя, без сомнения, можно поназать, что нормальные, интакт

ные системы фиавологвческого регулирования подвержены таким

переходам in vitro и/или в анимальных моделях, мы должны при

знать, что во многих клинических ситуациях, в которых встре

чается аномальная динамика, ей предшествуют патологические

структурные нарушения и изменения параметров фиаиологиче

ского регулирования. Взаимодействие структурных изменений

и ивиенений параметров регулирования в создании аномальной

динамики является сложной проблемой, требующей в отдельных
случаях детального анализа. Мы считаем, что детальный мате

матический анализ нарушений, связанных с заболеванием, необ

ходим, но эта точка зрения в настоящеевремя пепопулярва в ме

дицине среди врачей и исследователей.

Глава 9 специально отведена изучению динамических болезней

и трудностей, сопряженных с практическим использованием

попятвй нелинейной динамики в медицине. Из проведенного

обсуждения читателю становится ясно, что общий подход, исполь

зуемый в книге, находится еще в начальной стадии развития

и что его конкретное примененив в медицине нваначительно.

Однако мы вадевмея, что вероятная польза 01' понимания дина

мики заболевания станет очевидной и что будущие исследователи

пряложат свои усилия в этом направлении.

Првкечаваяи литература,глава 1

Эта глава содержит введение и обзор главных тем книги. Их

подробное обсуждение и ссылки можно найти в соответствующих

главах. Существует, однако, ряд более ранних книг и обзоров,

посвященных отдельным пробдемам, которые могут представлить

интерес для читателей этой книги.

Началом современной нелинейной динамики послужили ори

гинальные работы Пуанкарв (Рошсаге (1881, 1882. 1885)), которые
можно найти в собрании его трудов (Рогпсагё (1954)). Сильным

стимулом для недавнего признания важности хаоса послужил

обзор Мау (1976). Эту статью, так же как и многие другие, можно

найти в сборниках под ред. Cvitanovic (1984) и Нво (1984). В по-
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следнее время появилось множество книг по нелинейной дина

мике, хаосу и связанным с ними пробяемам. Работы Арнольда

(1983), Guckenheimer и Holmes (1983), Lasota и Mackey (1985)
и Devaney (1986) основаны на строгом математическом подходе.

Большую физическую ориентацию имеют работы Berge и др. (1984),
Schuster (1984) и Thompson и Stewart (1986). Увлекательное и не

отягощенное техническими деталями введение в проблемы хаоса

дается в книге Gleick (1987). До настоящего времени не было

работ, рассматривающих хаос в биологических системах. Однако

ранние попытки исследования нвлинейных колебаний в биологии

можно найти у Pavlidis (1973) и W infree (1980, 1987а, Ь). Несколь

ко последних обзоров и сборников статей посвящены математиче

ским методам изучения колебаний и хаоса в биологических и дру

гих системах (Olsen и Degn (1985), Holden (1986), Othmer (1986),
Koslow, Mandell и Schlesinger (1987), Rensing, an der Heiden и

Mackey (1987).
Статьи Вегпагd (1878) и Саппоп (1926, 1929), посвященвые

обсуждению и разработке концепции гомеостааа, предлагают

увлекательное чтение. Совершенно ясно, что полный перечень

статей, касающихся физиологических ритмов, невозможно пред

ставить , но приведенные ниже ссылки могут послужить отправ

ными точками для получения консультапий по следующим раз

делам:

Автономная нервная система: Polosa (1984).
Болезни крови: Wintrobe (1976), Mackey (1979а, Ь).

Сердечные аритмии: Bellet (1971), Goldberger and Goldberger
(1981); Marriott and Conover (1983); Zipes and Jalife (1985).

Центральные генераторы ритмов: А. Н. СоЬеп, Rossignol and
Grillner (1988).

Циркадныв ритмы: Wever (1979), Moore-Ede and Czeisler (1984);
Strogatz (1986).

Электрическая активность коры головного мозга: КНоп et аl.

(1981).
Гормональная система: Knobil (1974); Atwater et аl. (1980).
Кишечная система: Weisbrodt (1981); Christensen and Wingate

(1983); Wingate (1983).
Первферические кровеносные сосуды: Siegel et аl. (1984).
Зрачок: Stark (1984).
Дыхание: Benchetrit, Baconnier апп Demongeot (1987).
Трвмор: Findley and Capildeo (1984).
Мочеточники: Сопstапtiпоu (1974).

Пространствввная организация колебаний подробно рассмот

рена \Vinfree (1987Ь), при этом особое внимание уделяется хими

ческим и сердечным системам. Первое признание важности коле-
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баний в заболеваниях человена можно найти в книгах Reimann
(1963) и Richter (1965). Оригинальное изложение концепции

динамических болезней дается у Mackey and Glass (1977), Glass
and Mackey (1979а). Дальнейшее развитие этой концепции можно

найти в работах Mackey and ап der Heiden (1982), G пеv ага et аl.

(1983), ап der Heiden and Mackey (1988) и Mackey and Milton (1987).
Несвольно статей, посвященных ритмам в психиатрии, опубли

кованы в сборвине под редакцией Wehr and Goodwin (1983).



Глава 2

Стационарные состояния, колебания и хаос

в физиологических системах

Эта глава знакомит читателя с математическими пояятияма

стационарных состояний, колебаний и хаоса в применении к фи

зиологическим системам. В раад. 2.1 мы вводим дифференциаль

ные уравнения и описываем динамическое поведение, полученное

решением уравнения, описывающего экспоненциальный рост и

спад. В равд . 2.2 мы обсуждаем устойчивые состояния в диффе

ренциальных уравнениях, а в разд. 2.3 рассматриваем колеба

тельные решения дифференциальных уравнений. В разд. 2.4
вводится понятив о бифуркациях - переходах, которые могут

происходить между различными типами динамического поведения

при изменении параметров. Другой тип математической модели,

называемый разностным уравнением, также может использоваться

для описания динамики биологических систем. В равд. 2.5 мы

обсуждаем разностные уравнения И даем иллюстрации к понятиям

стационарных состояний, колебаний, хаоса и бифуркаций в этом

классе моделей . Материал этой главы носит ознакомительный

характер. Читателям, для которых этот материал неизвестен,

нет необходимости изучать его сплошь, они могут использовать

главу в качестве справочника по мере надобности.

2.1. Переиеввые, уравнения и качественный анализ

При теоретическом анализе физиологических систем делается

попытка вывести уравнения, описывающие эволюцию во времени

физиологических переменных, таких как концентрация газов

в крови, диаметр зрачка, мембранный потенциал, число кровяных

клеток. Математические модели, описывающие эволюцию систем

во времени, часто записываются в форме дифференциальныхурав

нений вида

dx
dГ=j(x), (2.1)

где невависимая первменная х является функцией времени t,
а dx/dt есть скорость изменения переменной х (по отношению к t),
задаваемая функцией j. Решение дифференциального уравнения

(2.1) определяет х как функцию времени, обозначаемую х (t),
при некоторых начальных условиях t = О, х (t = О) = ха '
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Одним ИЗ способов решения дифференциального уравнения

является прямое интегрирование. В качестве примера рассмотрим

простое дифференциальное уравнение

~: = л. -1'х, (2.2)

где Л и l' - постоянные (иногда называемые параметрвми). Будем

считать, что в этом уравнении Л есть скорость продукции, а "l
скорость распада. Из уравнения (2.2) прямо следует, что

х (t) = xoe- vt+~ (1 - e- yt). (2.3)
'\'

Подставляя уравнение (2.3) в уравнение (2.2), получаем равенство,

из которого видно, что уравнение (2.3) является решением урав-

'Л/у ---~------------------------------------- -

зао

Время

Рис. 2.1. Решение уравнения (2.2), описывающее экспоненциальный спад

как функцию времени при двух различных начальных условиях.

пения (2.2). Случай Л = О соответствует энспоненциальноми спаду,

если l' > о , и энспоненциальномц росту, если у < о. График ре

шения уравнения (2.2) показан на рис. 2. t для случая, в котором

Л И У больше о. При любых начальных условиях Пш, .. сс х (t) =
= Л/у.

В этом примере возможно прямое интегрирование уравнения,

и оно дает аналатвческое решение. В фиааке большое значение

придается получению аналитичеснвх решений дифференциальных

уравнений, и в связи с этим в курсах првкладной математики осо

бое внимание уделяется методам анаЛитичеСRОГО интегрирования

дифференциальных уравнений. Поскольну бвологвческвв системы

обычно описываются нелинейними. дuфферен,цuальн,ыAtu уравн,ен,uя

жи (т. е. такими, правая часть которых содержит нелинейные

члены), не имеющими аналитичссних решений, очень часто при
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иаучении биологических проблем приходится искать методы,

отличные от аналитического интегрирования дифференциальных

уравнений. Кроме того, бвологвческие системы настолько сложны ,

что обычно невозможно составить точные динамичеснив уравне

ния, описывающие систему. Таким образом, двнамическив урав

нения следует рассматривать как приближения - они не могут

быть таиими же строгими, как дифференциальные уравнения

в фваике, например уравнения Ньютона, уравнения Максвелла

или уравнение Шрёдингера.

Один из альтернативных методов связан с численным решением

дифференциального уравнения, впервые использованным Ходжки

ном и Хаксли в 1952 в блестящих исследованиях аксона кальмара.

В настоящее время подобные методы обычно используются для

изучения свойств уравнений, моделирующих электрическую актив

ность нервной и сердечной ткани . Наряду с использованием чис

ленных методов, часто можно выявить важные качественные свой

ства решений нелинейных уравнений , не решая их явно. К числу

таких качественных свойств относятся число и устойчивость ре

шений уравнений. Методы качественного анализа имеют большое

значение при анализе дина~{ики биологических систем.

2.2. Стациопарвые состояния

~изиологичесиая концепция гомеостаза означает стремление си

стемы поддерживать относительное постоянство внутренней среды

при изменяющихея внешних условиях. "Гомеостаз может быть

связан с понятием устойчивых стационарных состояний в мате

матике. Стационарное состояние (называемое также точкой рае

новесия или неподвижной moЧКОЙ) характеризуется множеством

значений перемевпых, при которых состояние системы не изме

няется с течением времени. Для моделей, сформулированных в тер

минах дифференциальных уравнений, подобных уравнению (2.1),
стационарное состояние х* является решением дифференциаль

ного уравнения , при котором dx/dt = О. Например, .I.* = л/у

есть стационарное состояние уравнения (2.2). Стационарное со

стояние устойчиво, если после малого возмущения, выводящего

систему из стационарного состояния, решение возвращается

к этому состоянию при t -+ 00. Восстановление кровяного давле

ния после слабого возмущения, покаванное на рис. 1.1, является

указанием на то , что стационарное состояние в этом случае может

быть описано математически как устойчивое стационарное состоя

ние. Аналогично, для у> о в уравнении (2.2) стационарное со 

стояние :z.* = л/у является устойчивым, и после возмущающего

воздействия, выводящего систему из этого состояния, решеиве

х (t) со временем возвращается к нему. Решение любого одно

мерного дифференциального уравнения , подобного уравнению
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(2.1). всегда приближается к стационарному состоянию или стре

мится к бесконечности при t -... 00. Начиная с векоторого началь

ного значения Хо , величина Х монотонно возрастает, если f (хо ) >
> О. и монотонно убывает. если t (хо) < О. Увеличение (или

уменьшение) будет продолжаться до тех пор, пока не будет до

стигнуто стационарное состояние (при t -... 00).

2.3. Предельныецикаы и фазовая плоскость

Биологичесние системы не всегда стремятся приблизиться

к стационарнымсостояниям. иногда они могут находиться в коле

бательном состоянии. Достаточно хорошо известны колебания,

возникающие в дифференциальных уравнениях. подобных тем,

которые описывают движение маятника или спутника в гравита

ционном поле Земли. В этих физическихсистемах, если прснебречь

трением, колебания после возмущения. вызванного введением

энергии в систему. отличаются от первоначальных колебаний.

Твним образом. амплитуда колебаний идеального маятника (в от

сутствие потерь энергии на трение) должна в общем случае изме

ниться в результате возмущения.

Однако в физиологичесних системах ситуация может быть

совершенно иной. Эффект возмущения колебательной физиоло

гической системы можно рассмотреть на примере действия корот

кого элентричесного стимула, приложеиного к агрегатам СПОН

танно пульсирующих клегон, выделенных из желудочков сердца

эмбриона цыпленка. В ответ на короткий алентричесний стимул

происходит сдвиг фазы последующих потенциалов действия, но

первоначальная длительность ци:к~а восстанавливаетсяв течение

нескольких биений, как покавано на рис. 2.2. Восстановление

ритма после стимула укааывает на то, что ритм устойчив. Так как

термин «стационарное состояние» относится к неизменяющемуся

состоянию (не являющемуса нолебатеяьным}, ритм, понаванный

на рис. 2.2, не является стационарнымсостоянием, и в этом случае

требуется иная концепция.

Необходимая нонцвпция была предложена Пуанкаре в его

исследованиидифференциальныхуравненийс двумя перемеиными.

В таких системах можно получить колебания, которые восстанав

ливаются в первоначальномвиде после малого возмущения, при

ложениого в любой фазе нолебаний. Пуанкарв назвал такие коле

бания усmойчuвы~(,и предельными. циклами,

Мы проиллюстрируем концепцию автоколебаний с помощью

простого математичесного примера. Определим систему в поляр

ных координатах, в которой первменная r есть расстояние от на

чала координат, а q> - угловая координата (см. рис. 2 ..3а). Рас-

3-838
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смотрим систему дифференциальных уравнений

dr
T=ar(1-r), а>О,

~i = 2зt.
(2.4)

в этой системе <р увеличивается со скоростью 2n, а drldt есть квад

ратичная функция от г, не зависящая от <р. д.:1Я r (t) > 1 имеем

(Ь)

500 мс

Рис. 2.2. (а) Агрегаты (диаметром около 100 мкы) спонтанно сокращающихся

сердечных "леток, выделенных из желудочков 7-дневного куряного эмбриона.

Все клетки одного агрегата свяааны электрически и сокращаются с одной

и той же собственвой частотой. Фотография предоставлена А . Sllrier. (Ь) Транс

мембранный потенциал, записаввый от агрегата со спонтаввой алектрической

активностью, и эффект деполяриаующсго стимула с длительностью 20 )!С

и амплитудой 9 ыА, приложеввого через внутриклеточиый мпнроалектроп .

Периол в контроле - ТО, возмущеявый период - Т. По данным Glass et а].
(1984).
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Рпс. 2.3. Автоколебани я , полученные решением уравневин (2.4) . (а) Полярные

координаты. Угловая координата <р измеряет угловое положение точки отно

сительно выбранного направления (<р = О) , а радпальпая координата r
иамеряст расстояние от начала координат. (Ь) Векторное поле. В каждой

точке пространства уравнения (2.4) определяют радиальный 11 угловой вектор.

В этом сл учае векторное поле имеет круговую симметрию , (с) Траектории,

IIЛIl решения дифференци ального уравнения. Все начальные условия, за

псключением начал а координат, приближаются к предельному циклу r = t,
когда t _ 00.

dг/dt < О, и, наоборот, для О < г (t) < 1 ясно, что dr !dt > О.

Следовательно, для любого начального условия го =1= О Иш r (t) =
= 1. ПОСНОЛЬНУ эта система задана в полярных координатах , мы

можем ВЗЯТЬ значения <р по модулю 2п, что означает, что любое

значение <р, удовлетворяющее неравенству О < <р < 2л, считается

аквиваяентным <р + 2nл, где п - целое положительное число.
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Поэтому для любых начальных условий (исключая ГО = О) реше

ние г (t) при увеличении времени стремится к окружности с за

данным радиусом г = 1, причем период колебаний равен 1. Мно
жество начальных условий, для которых Г (t) приближается

к предельному циклу при t -+ 00, называется обяастью притяже

ния предельного цикла.

Такое динамическов поведение может быть графически изо

бражено на плоскости (г, (1) путем описания эволюции г и (1)

во времени. Уравнение (2.4) определяет скорость изменения коо р

динат г и <р в каждой точке пространства (г, <р). Представим ско

рость изменения координат векторами, определяемыми уравне

нием (2.4), в неио1'ОРОМ множестве точек плоскости (r, <р) (см.

рис. 2.3Ь). Определяя результирующий веитор в каждой точке

пространства и проходя вдоль таких веиторов от одного и дру

гому, мы можем проследить путь, пройденный г и <р во времени,

Этот путь, называемый траекторией, понаван на рис. 2.3с для

нескольких различных начальных условий. Ивображсние дина

мики в координатв х (г , ер) (рис. 2.3с) часто называют фазовыJ.f,

портретом. Исследование фазового портрета покааывает. что

при любом начальном условии, за исключением начала координат

г = О. система будет стремиться к циклу г = 1 при t ~ 00. Точни,

не лежащие на этом цикле при t = О, достигают его в пределе

t -+ 00. отсюда его название - предельный цикл. Предельные

циклы навозможны в линейных системах или в одномерных обык

новенных дифференциальных уравнениях.

Так как двумерные радиально-симметричные дифференциаль

ные уравнения были впервые описаны Пуанкаре , мы предлагаем

называть такие системы осцилляторами. Пyan1'iape. Если пред

положить, что биологический осциллятор дает колебания типа

предельного цикла, то можно сделать ряд предсказаний о свой

ствах таиого осциллятора, не зная коннретных уравнений движе

ния (см. ГЛ . 5, () и 7).

2.4. Локальная устойчивость, бифуркации

и структурная УСТОЙЧИ80СТЬ

Локальная устойчивость стационарного состояния или пре

дельного цикла определяетсяс помощью малого возмущения. Если

стационарное состояние или предельный цикл способны к восста

новлению, то они устойчивы. Если, с другой стороны, малое воз

мущение вызывает такое изменение в динамике. что исходное

состояние не восстанавливается, то стационарное состояние или

предельный цикл нецстойчивы. На практикв всегда существуют

небольшив возмущения в окружающей среде, постоянно онааы

вающие вовдействие на любую биологическую систему, поэтому

любое наблюдающееся стационарное состояние или колебания
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являются локально устойчивыми. В уравнении (2.4) начало коор

динат r = О представляет собой стационар ное состояние, потому

что в этой точке dr ,'dt == О. Однако сколь угодно малое отклоне 

ние от этого состояния, в конце концов выведет систему на устой

чивый предельный цикл r = 1. Таким образом , стационарное

состояние r = О является веустойчивым.

Уравнения, моделирующие биологическую систему, обычно

содержат один или более параметров для описания системы, окру

тающей среды и взаимодействия между нвми. При изменении

параметров локальная устойчивость стационарных состояний

И циклов может иаменяться. Любое значение параметра. при кото

ром число и/или устойчивость стационарных состояний и цвклов

изменяется, называется бuфуркацuоюtOЙ точкой , а о системе

говорят, что она претерпевает 6uфур1МЦUЮ. С математической

точки зрения инициирование и прекращение колебаний в физио

логической системе могут быть описаны бифуркациями в соответ

ствующих матемвтичесних моделях. В качестве примера рассмог

РИ~1 прекращевие дыхания, которое может быть вызвано сниже

нием уровня С02 и повышением уровня 02 в рваультате гипе р

вентиляции(СМ . гл. 5). В соответствующей математической модели
должна иметь место потеря устойчивости колебательного решения.

Мы говорим, ЧТО в математическо й модели возникает бифуркация

при определенных уровнях газов в крови.

До сих пор мы рассматривали только локальную устойчивость

стационарных состояний и ЦИК.10В. Другой тип устойчивости свя

зан с устойчивостью основной структуры уравнений и той биоло

гической системы, которую они представляют. Если при сколь

угодно маЛО~1 возмущении системы уравнений ее основные ка

чественные свойства сохраняются неиамвнными (г . е . топология

системы не изменяется), такие уравнения называются стриктцрно

цстойчивыми; Поскольку нет сомнений в том, что параметры

в уравнениях, описывающих динамику ключевых систем (если

они вообще могут быть определены), должны различаться у раз

личных индивидуумов , представляется раяумным предположить ,

что уравнения динамики физиологических систем структурно

устойчивы. Важность структурной устойчивости в матвматических

моделях бвологических систем была убедительно аргументиро

вана топологом Томом. Так как небольшве изменения параметров

приводят к качественно различному динамичеснему поведению

в бифуркационных точках, системы не являются структурно

устойчивыми В этих точках .

2.5. Бифуркации и хаос в разностных уравнениях

На рис. 1.11 построен график зависимости фазы периодиче

ского стимула, првложенного к спонтанно пульсируюшвы клет

кам, от фазы предшествующего стимуяа. Такая система аппронсв-
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мируется уравнением

Хi+1=S(хд, (2.5)

где Х; - фаза i-ro стимула И S - функция, связывающая зна

чения Х ; +1 и Xj. Уравнение (2.5) представляет собой разностное

уравuenш:.

Для того чтобы проиллюстрировать свойства разностных урав

нений, выберем простое выражение для S в уравнении (2.5).
Допустим, что функция S является квадратичной; тогда

Xi+1 = ах, (1- X j) , O~a ~4. (2.6)

(о) / 0=2,5

Xj+t .

1

( Ь)

О' 3,25

1о
Xj

Рис. 2.4. Графическое решение уравнения (2.6). (а) Стационарное состояние;

(Ь ) цикл периода 2; (С) цикл периода 4; (d) хаос .
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График этого уравнения показан на рис. 2.4 для нескольних зна

чений а. Единственный максимум, характерный для правой части

этого уравнения. напоминает экспериментальнополученную кри

вую, которая поназана на рис. 1.11Ь. Таким образом, можно ожи

дать, что пониманиединамики уравнения (2.6) МОГЛ6 бы оказаться

полезным для выяснения акспериментальной ситуаци и, показав

ной на рис. 1.11. Есяи в разностном уравнении задано начальное

условие ХО' то можно определить следующее значение X1• Затем

подобным же образом мощно вычислить Х2, Хз..... Вычисли

тельный процесс нахождения величины х, +l по величине х, назы-

о

(d) / "'"
1\.. / 0-4

IXI

I I v~
I /

А".:- I~·1/ \I i
1/

1-/ ,
j t7

11

о
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(й)

0=2,5

50
0---"""'---...-.--""""'--------......

а= 3,25

о 50

Рис. 2.5. Временные последовательности, полученвые решением ураввония

(2.6). (а) Стационарное состояние; (Ь) цикл периода 2; (с) цикл периода 4;
(d) хаос.

вается итерацией. Итерация разностных уравнений может вы

полняться графически или численно.

Графическое решение разностных уравнений достаточно про

сто, оно демонстрируется на рис. 2.4. Выберем некоторое началь

ное значение ХО и определим по графику X 1• Затем зто значение X 1
с помощью той же самой процедуры может быть использовано для

нахождения Х2 и т." д. Графическое решение часто оказывается

полезным при предварительном анализе вадачи. Если необходимо
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более точное решение, итерации разностного уравнения могут

быть осуществлены численными методами. Последовательности,

возникающие в таких уравнениях. легко вычисляются на ЭВМ.

Фактически в компьютерных алгоритмах для численного интегри

рования дифференциальных уравнений используются разностные

приближения дифференциальных уравнений.

Понятия стационарных состояний и колебаний полезны также

и при исследовании разностных уравнений. Стационарное состоя

ние х* есть величина , при которой Х; = Xi+t = х*, или

х* = s (х*). (2.7)
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}' квадратичного отображения (2.0) имеются два стационарных

состояния х* = О и х* = (а - 1) /а. На рис. 2.5а значения х

приближаются к стационарному значению х* = '1 /2 для а = 2.
Цикл периода п определяется соотношениями

(2.8)

(2.9)

На рис. 2.5Ь и 2.5с покаааны циклы периодов 2 и 4 соответственно.

Устойчивость стационарных состояний и циклов означает их

восстановление после малого возмущения.

При изменении пара метров разностных уравнений возникают

бифуркации (т. е. изменения качественного поведения). Один

ИЗ типов бифуркации - это бифур"ацион,нля вилка, или бифур"а

ция удвоен,uя периода. при которой с иаменением параметра устой

чивый цикл периода n становится нвустойчивым и рождается новый

устойчивый цикл периода 2n (см . приложение). Одно из замеча

тельных свойств квадратичного разностного уравнения (2.())
состоит в том. что при увеличении а происходит последовательное

удвоение периода. Так, при увеличении а в интервале 3.0 < а <
< 3.57 ... , генерируются устойчивые циклы периода 1, 2, 4,
8, 16. 32. <14 ... На рис. 2.5 показаны циклы периода 1, 2 и 4
(цикл периода 'l есть просто стационарное состояние) .

На рис. 2.6 поназана бифур"ацuон,nаядиаграмма, полученная

численным решением уравнения (2.6) , которая содержит несколь

ко сотен последовательных установившихся значений Xi. Диапазон

значений а, при котором для каждого из этих значений находится

последовательпая орбита удвоенного периода, уменьшается по

мере увеличения периода, кан показаио на рис. 2.Н. Обозначим

через ~un диапазон значений а, при которых существует устой

чивый цикл периода n. Для квадратичного отображения (уравне

ние 2.О) численными методами показано , что

А
lim А аЛ = 4.6692016 ...
п-ь ос а2п

Еще более п римечателен тот факт , что зто отношение не зависит

от точной аналитичесной формы отображения до тех пор, пока

отображение имеет только один квадратичный экстремум (макси

мум). Число а = 4.6б9201U... называется константой Фейген

бацма.

По мере дальнейшего увеличения а в интервале 3.57... < а < 4
обнаруживаются устойчивые периодические орбиты с другими

периодами (см. рис. 2.6). Эти периодические орбиты возникают

в строго определенной последовательности, называемой Пчпосяе

бовательностью (от universal) (см. приложение). ПОМИМО устой

чивых периодических орбит, наблюдается также «хаотическая»

динамина.

т
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Хотя был предложен целый ряд математических определений

хаоса, МЫ попытаемоя привести основные понятия, опуская тех

вические детали. Хаос характеризуется двумя основными осо

бенностями: (1) при некоторых значениях параметров почти всё

начальные условия приводят к апериодической динамике; (2) при

скояь угодно близних начальных условиях движение системы будет

различным . Это означает, что существует сильная эависимость от

начальных условий.

ПОСНОЛЬКУ начальные условия известны .1ИШЬ с некогорой

конечной степенью точности, невозможно предсказывать динамику

1

х

о

2,95 а
4.0

Рис _ 2.6. Бифурквциоввая диаграмма. "оказывающая распределение вели

чин .Т как функции а для уравнения (2.6). Рисунок предоставил J . CrHtcl1field.

после некоторого моментв в будущем, та:к как нвзначитвльныв раз

личия в начальных условиях могут окавывать сильное влияние

на эволюцию системы во времени. Сходство функции на рис. 1.11Ь

с квадратичной функцией. а также наблюдающаяся апериоди

ческая динами:ка (1.11а) позволяют рассматривать такие динами

ческие процессы кан хаотические (см. гл. 7).
Другим случаем, в котором, как многие полагают. можно обна

р ужить хаотическую динамику, являются дифференциальные

уравнения, моделирующие атмосферные процессы. Лоренц выска

зал замечательное соображение, ааключающееся в том, что если

бы эти уравнения действигельно имели хаотические решения, то
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долгосрочные предсказания погоды были бы невоаможны, так

как сколь угодно малое возмущевве (такое, как трепетание крыль

ев бабочки) могло бы в венотором отцаленном будущем ваменит ь

погоду на другой половине вемного шара. Этот так называемый

эффект бабочки часто приводится в качестве наглядного ПРИ~1ера

действия хаоса. Масштаб времени, в котором могут быть сделаны

метеорологические предекааания , неизвестен в настоящее время,

хотя мы все подоарвваем, что он может оназаться довольно малым.

Можно представить себе постановну внепериментов в лабора

торных условиях , в которых измерения некоторого эффекта могут

быть сделаны только по истечении определенного времени. Если

бы внопериментальная система была «хаотичной», существовал

бы большой разброс в измеренных величинах. Невероятно, чтобы

подобный разброс удовлеТВОРЯ,Т1 эксперииевтатора (или рецен

зента), и вполнв воэможно, что начальные условия будут изме

няться до тех пор, пока не будут получены «воопроваводамые»

результаты.

2.6. Заключение

Эта глава знакомит с основными математическими концепция

МИ, использованными в этой книге, Стационарные состояния 
это решения дифференциальных уравнений или разностных урав

нений, когорыв остаются постоянными во времени. Вовможны

также периоцичесние решения (называемые циклами или колеба

ниями) таних уравнений. Решения, которые возвращаются и пер

вопачальному виду после возмущения, называются устойчивыми.

КРО1\1е того, нак в детермипированных дифференциальных, таи

и в разностных уравнениях могут быть получены апериодические,

хаотические решения, характерваующиеся Сильной аависимостью

от начальных условий. Переходы между различными типами дина

мического поведения называются бифуркациями.

Примечании и литература, глава 2

2.1 . Переменные, иравнения u качественный анализ

Hodgkin и Нпхгеу (1952) своими ивящными исслепованаями про

цесса возбуждения в гигаНТСКО~1 аксоне кальмара, ааслужившими

Нобелевскую премию , привлекли внимание алентрофиавологов

к важности математического моделирования , а внимание мате

магиков - к разнообразию нелинейных проблем, обнаруживае

мых в биологии. Их исследования опирались на численное инте

грирование диффереициального уравнения в частных пронаводных

с использованием арифмометра. Подобные модельные подходы (но

уже с испольэованием цифровых компьютеров) были применены

для выяснения ионных механизмов во МНОГИХ других тканях -
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например. процесса возбуждения в сердечной ткани (McAllister,
Noble и Tsien 1975; Noble 1983, 1984) и гормональной секреции

в ~-клетках поджелудочной железы (Cllay и Rinzel 1985). Повсюду
в этой книге мы приводим много дополнительных примеров нели

нвйных моделей в физиологии.

2.3. Предельные ци,;лы и фазовая плоскость

Наше современное понимание возникновенияи поведения пре

дельных циклов основывается на оригинальной работе Poincare
(1981, 1982. 1954). посвященной изучению дифференциальных

уравнений с двумя перемвнными. Системы, которые мы назвали

осцилляторами Пуанкарв, называются также /.-<U-системами

(КореВ и Howard 1973). Нонкретный пример осциллятора Пуан

каре в уравнении (2.4), названный радиальиыми изохронными

часами (Hoppensteadt и Квепег 1982), использовался в моделиро

вании рядом исследователей (\Vinfree 1975 , 1980; G цечагв и G lass
1982; Hoppensteadt и K eener 1982; Keener и Class 1984).

Препарат сердца эмбриона цыпленка, пераоначальпо изучав

шийся DeHaan (1967) , испольаовался в качестве модельной систе

мы для изучения сердечных колебаний рваличными всследовате

лями (DeHaan и Fozzard 1975; Scott 1979; G печага , G lass и Sllfier
1981; Уап Meer\vijk и др. 1983; Clay, G\levara 11 Shriel' 1984).

2.4. Локальная устойчивость, бифуркации и структурная

устойчивость

Эти концепции подробно рассмотрены в работе Hirscll и Smale
(1974). Интересное и живое обсуждение возможности применения

концепции структурпой устойчивости в биологии содержится

в работе ТЬот (1970). Данные о возможной потере жесткости

структурной устойчивости с увеличением размерности могут

быть найдены у Арнольда (1983) и в цитируемых там работах.

2.5. Бифуркация и хаос в разностных уравнениях

Тер)1ИН «хаос» в его сов ре мен ном значении был введен Li and
Jorke (1975). Одна:ко значение такого поведения в естественных

науках было признаво ранее; работа Lorenz (19u3) в иетеорологвв

была особенно глубокой, Ссылки на ранние исследования квадра

тичного отображения можно найти у Мау (1976). Как Grossman
и Thomae (1977), так и Feigenbaum (1978) установили геометриче

скую сходимость последоватвльности удвоений периода и численно

определили. что пределом в уравнении (2.9) является число

4.6692016.... Аналитическая оценка этого числа дается у Мау

и Oster (1976, 1980). Универсальная (U) последовательность была

впервые описана Metropolis , Stein и Stein (1973).



Глава 3

Шум и хаос

Данные, получаемые при анспериментапьном изучении фвэио

логических систем, часто не остаются постоянными во времени,

но их изменение не имеет регулярного, периодического харак

тера. Такие нерегулярности часто связаны с ШУМОМ, или случай 

ными стохастическими процессамв, которые, в принципе , совер

шенно непредсказуемы, если не считать их статистических свойств.

Например, шум может быть обусловлен случайными тепловыми

флуктуациями или другими воздействиями окружающей среды.

В отличие от шума хаос возникает в детерминированных системах.

В разд. 3.1 мы обсуждаем пуассоновсние процессы и случайные

блуждания, которые обычно связаны о шумом. В разд. 3.2 мы

рассматриваем хаотическое поведение, которое может порождаться

проотыми разностными уравнениями, и показываем, что иногда

такое хаотическое поведение может иметь сходство с поведением,

обычно приписываемым шуму. :Мы приводим несколько примеров,

в которых в настоящее время невоэможноопределить однозначно,

обусловлен ли динамический процесс шумом или хаотическнм по

ввдевиеы. В разд. 3 .3 мы рассматриваея несколько методов,

используемых для идентификации хаотического поведения. В по

следнее в ремя находят примененив две статистические ме ры х ао

са - число Ляпунов а и размерность, которые обсуждаются
г) 1.

в раап . о.ч .

3.1. Пуасеоновскиепроцессы и случайвые блуждания

ДЛА того чтобы ввести ПОНЯТНА шума 11 случайных процессов ,
раССМОТРИ:\1 три примера из нейрофиаиологии , в которых дина

мическое поведение моделировалось случайным пропессом.

На рис . 1..1 показан ток, протекающий через одиночный ионный

канал мембр аны. Принято считать , что дискретные скачки соот

ветствуют моментам открывания каналов в мембран е нервного

волокна. На рис. 3.1а покаваны процессы деполяризации мем

браны в мышце лягушки (навывввмые миниатюрными. потенциа

ла.1Щ концевой пяасти.нкщ, В каЖДО:\1 случае деполяризация свя

зана с высвобождением в првсинаптвчесную ще.lIЬ небольшого

количества медиатора ацети лхолина , содержащего около тысячи

т
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молекул. Наконец, на рис. 3.2а поназана запись потенциалов дей

ствия нервной клетни из кохлеарного ядра у анестезированной

кошки. Для объяснения этвх данных были предложены простые

иатематяческие модели , основанные на случайных процессах.

(О)

( Ь)

60

50

-~ 40
:r
Q.)

230
с:;

'о

~20
о

~ 10
s
:т

0.2 0 .4 0 .6 о.е

Время (се кун ды)

1.0 1.2 1.4

Ри с . 3.1 (а) Вреяевная посяедовательностъ, понаэывающая яивиатюрные

потенциалы концевой пластинки , отводимы е от нервно-мышечного соедине

нин лягушки В присутствии 10-6 ]\[ броиида простигмина. (Ь) Гистограмма

межспайновых интервалов для мвниатюрных потенциалов нонцевой пластин

ни в нервно-мышечном соепивении лягушки. Энспоневциальный спад рас

сматривается как доказательство пуассоновеного процосса. По давным

Fatt апд Ka tz (1952).

Простойшей моделью случайного процесса является nуассо

новский процесс. Предполагается , что в пуаССОНОВСНО~1 процессе

вероятность возниквовения события в очень малом промежутке

времени dt есть Rdt, где вероятностьR не зависит от предыстории,
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а вероятность возниннонения двух или более событий в одном

п том же интервале dt ничтожно мала .

Чтобы проиллюстрировать пуассоновсний процесс , рассмотрим

радиоактивное вещество. помещенное в камеру, оборудованную

устройством для обнаружения и подсчета общего числа распадов

L1i1 t t R-4-IO
Са) юомс 1400MKI)

(Ь)

О 60

Рис. 3.2. (а) Разряд нейрова из кохлеарногоядра кошки при умеренной диал

урегановой анестезии. По данным Hodieck, Kiang and Gerstein (1962). (Ь) Под

гонка к гистограммам межспайновых интервалов с помощью уравнения (3.5).
По данным Gerstein and Mandelbrot (1964).

атомов (событий) N (t), которые произошли до момента времени t.
Начальное количество вещества должно быть достаточно большим,

чтобы не происходило значительного уменьшения массы за время

наблюдения . Ясно. что N (t) может принимать только целые зна

чения. Повторим этот эксперимент многократно, каждый раз пре-
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рывая его в тот момент, когда происходит первый распад. Если

обозначить через РО (t) вероятность того, что в данном экспери

менте распад не произойдет до момента времени t (РО (t) =
= ргоЬ {N (t) = О}) и если принять, что отдельные распады не

зависят друг от друга. то вероятность Ри удовлетворяет дифферен

циальному уравнению

d~о=-RРо{t), (3.1)

из которого мы немедленно получаем (см. уравнение 2.2)

РО (t) = Ce- R t , (3.2)

где С есть иенотораяпроиавольнаяпостоянная. Посколькувероят

ность того, что распад не произойдет в момент времени t = О,

равна 1, постоянная С должна быть равна 1. Таким образом,

РО (е) = e- Rt (3.3)

Продолжая эти рассуждения, можно вывести другие свойства

пуассоновеного процесса. Вероятность Р п (t) того, что на интер

вале времени t произойдет точно k событий, определяется выраже

нием

(3.4)

Далее, вероятность того, что интервал между некоторым собы

тием и последующим (k + 1)-м событием окажется между t и

t +- ~t , есть Р« (t) !J.t, где

(t) - R (Rt)k -RI (3.5)
Р« - k! е

Уравнение (3.4) называется распределением Пиассона, а уравне

ние (3.5) представляет собой плотность вероятности пуассонов

ского процесса. Из уравнения (3.5) легко вычислить, что среднее

в рвмя между событиями для пуассоновеного процесса равно

(1 /R). а дисперсия равна (1 /R2). На рис . 3.3а показана вависимостъ

P k (t) от t для k = О, 1 и 2, а на рис. 3.3Ь покааана аависимостъ

Р !'. (t) от k для Rt = 0.1, 1.0 и 10.
Часто считают , что если гистограмма интервалов между собы

тиями представляет собой экспоненту, то имеет место пуассонов

сний процесс. Так, полагают, что открывание каналов (рис. 1.5)
и миниатюрные потенциалы концевых пластинок (рис. 3.1) пред

ставляют собой пуассоновсний процесс, поскольку эксперимен

тальные данные хорошо аппроксимируются единственной экспо

нентой. Однако так как между событиями возможна корреляция,

которая не обнаруживается с помощью функции распределения

ингервалов между событиями, то необходимо определить стати

стику множественных событий, но в большинстве исследований

" -83 8
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такой анализ не предпринимается. Хотя простой пуассоновсквй

процесс является прекрасной моделью радиоактивного распада,

веудивительно, что В физиологических системах стаТИстический

(а1

Rt
О 2 3 4 5

(Ь)

Pk(t) Pk(U

1.0 0.4

Rt-O.I Rt-I.O

о It I ~ k
О 2 О 2 3 4

,",(1)

0.1
'Rt =(О

о .- ~"""- ..а-L.L _k
о 10 20

Рис. 3.3. (а) ВероятностиPh(t) как функция Rt для пуассововского цроцесеа.

(Ь) Графики зависимости Pk(t) от k для пуассоновского процесса ори Rt =
= 0,1, 1,0 и 10. По давным Lasota and Mackey (1985).

анализ данных часто обнаруживает значительные расхождения

со статистикой пуассововского процесса.

Другая модель, основанная на релаксационных системах,

может быть полезной для объяснения гистограмм интервалов



3.2. Шум IL1IИ хаос? 51

между событиями, характеризующих активность нейрона. Синап

сы нейронов получают как возбуждающие, так и угнетающие

импульсы от пресвнаптвческих волокон. Если принять, что импуль

сы поступают случайным образом и суммируются по времени

линейно и что изменения суммы можно считать скорее непрерыв

ными, чем дискретными, то в этом случае результирующий процесс

вавыввется случаЙн,ы.;ч блуждан,ие.м (или иначе диффузией, броинов

c"u.м движением, винеровсхим nроцессо.м) (рис. 3.4). Распределение

о -~~~~~;:':':::'----.;~~~
32-

u
s:
s:..
iE
о

~
=

интервалов между спайками соответствует распределению интер

валов для времени первого достижения порога. В этом случае

плотность вероятности р (t) для межепайновых интервалов равна

р {t} = kгЗ/2е( -(a/t)+bl], {3.6}

где а есть параметр. определяющий разницу межцу величиной

порога и потенциалом покоя , параметр Ь отражает различия в ско

ростях поступления возбуждающего и угнетающего импульсов

и k - нормировочная постоянная. Подгонка параметров а и Ь

позволяет получить хорошее согласив с гистограммой межспай

новых интервалов для нейрона кохлеарного ядра кошки (рис. 3.2Ь).

Хотя гистограмма имеет пик около 15 мс, наблюдается значитель

ный разброс межспайновых интервалов, который соответствует

теоретической кривой.

3.2. Шум или хаос?

Н:ак мы уже указывали, данные С экспоненциальной гастограм

мой распределения интервалов между событиями обычно рассмат

риваются как случайный пуассоновокай процесс. Однако различие
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между шумом и хаосом не всегда очевидно, а иногда его просто

невоаможно установить. Действительно, практически для любой

одномерной плотности вероятности MOIКHO построить бесконечное

число (детерминированных) разностных уравнений , решения кото

рых хаотичны и имеют данную плотность. Это означает, что на

основании одной только плотности распределения нельзя судить

о динамике, лежащей в основе рассматриваемых временных

последовательностей.

В качестве простого примера рассмотрим разностное уравне

ние, специально сконструированное для получения акспоненци

альной плотности вероятности. Можно строго наказать , что после

довательные решения разностного уравнения (С;\1 . рис. 3.5а)

имеют постоянную плотность

p(t)=Re- Rt ,

(3.7)

(3.8)

совпадающую с плотностью вероятности пуассоновсного процесса

(3.5) для Ро (t). На рис. 3.5Ь покавана временная последователь

ность, полученная решением уравнения (3.7) при R = 3. Чтобы

покавать , что такие временные последовательности действительно

имеют экспоненциальную плотность , определяемую уравнением

(3.7), на рис. 3.5Ь представлена численно определенная плот

ность вероятности для этой временной последовательности. Спедо

вательно, одного только факта, что плотность распределения

интервалов является экспонвнциальной; недостаточно для того,

чтобы считать процесс пцоесоновским. На основании графика

зависимости данной величины от ее предшествующего значения

можно судить о структуре процесса, если этот процесс генери

руется одномерным разностным уравнением, подобным уравнению

(3.7). Однако идентифицировать х аос в детерминированных систе

мах более высокого порядка трудно, простых методов для этого

не существует.

Два примера из биологии иллюстрируют проблемы, связанные

с различением шума и хаоса в случае последовательностей, имею

щих неакспоненцаальные плотности. Один из них касается дли

тельности клеточного цикла, а другой - выживания больных

лейкемией .

Данные, полученные на культивируемых клетках, позволили

предположить, что спустя некоторое время после рождения в каж

дой клетке происходит случайное событие, необходимое для того ,

чтобы начался митоа. В этой модели. клеточного цикла со случайным

переходом принимается , что, раз случайное событие произошло ,

Клеточное деление будет иметь место некоторое время Тз спустя.

Вероятность того , что клетка , выбранная случайным образом из



р(О

0 .15

0 .10

0.05

о
о 112

(с)

t

Рис. 3.5. (а) Г'рафик функцииI описываемой уравнением (3.7) при R =--' 3.
(Ь) Временвые посяедовательвости, иолучеввые итерировавиея функции (а).
(с) Соответствующая плотность вероятвости. ЭТО хаотический процесс с энс-

понеппиал ьной плотностью вероятности.
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большой популяции, поделилась в момент времени t после рожде

ния, т. е. Ро (t), есть просто

Po(t)=O приt<Тв

Ро (t) = Re-R(t-Ts) при t ~ ТВ

Таким образом, доля клеток в популяции а (t), которые

лились к моменту времени t после их рождения, равна

t

а (t) = 1- ~ Ро (и) du,
78

не поде-

(3.10)

(3.11)

откуда мы вычисяяем

а (t) = 1 при t < Т 8

a(t)=e-R(t-Ts) при t~Ts,

что довольно хорошо согласуется с полученными данными (см.

рис. З.6а), за исключением узкого интервала времени около Тв'

Кроме того, эти данные позволяют проверить другую статистику,

р (t), првдотввляющую собой долю сестринских пар клеток, кле

точный цикл которых отличается по крайней мере на время t.
Модель со случайным переходом предскааывает , что

Р (t) = e- Rt, (3.12)

что также соответствует данным на рис. З.6а.

Альтернативная гипотеза предполагает существование внутри

клеточного генератора хаотичных (но детерминированных) мито

твческих ритмов, который организует клеточный цикл во времени.

С помощью простой специальной модели, основанной на этой

rипотезе и содержащей только два параметра (напомним, что

модель со случайным переходом также содержит два параметра.

R и Та) , определялась длительность клеточного цикла в различных

клеточных популяциях. Во всех случаях эта детерминированная

хаотическая модель дает такое же хорошее согласие с данными,

покаванными на рис. 3.6Ь, что и модель со случайным переходом.

Что это, шум или хаос?

В качестве второго прииера, в котором данные одинаково хоро

шо интерпретируются как в рамках случайного, так и детермини

рованного механизма, рассмотрим статистику выживания больных

с хронической миеяогенной лейкемией (ХМЛ) после установления

диагноза (рис. 3.7). Такие статистические данные обычно описы

ваются экспоненциальной функцией типа уравнения (3.3) или

линейной суммой экспонент, даже если имеется горб или плечо

в области малых времен Выживания после постановки диагноза.

Эти экспоненциальные подгонки к данным по выживанию рас

сматриваются затем как указание на то, что больные умирают
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Рис . 3.6. Статистические свойства клеточного цикла. а (t) представляет

долю клеток в популяции, не поделившвхея к моменту времени t после их

рождения, как функцию вреиевя, а f} (t) - долю сестринских пар клеток,

длительность клеточного цикла которых отличается по нрайвей мере на

время t. (а) Подгонка к даввыи с помощью модели со случайным переходом

Smith and Martin (1973). (Ь) Подгонка к данным с помощью моделв Mackey,
Santavy and Selepova (1986). Адаптировано из работы Mackey, Santavy and

Selepova (1986).
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случайно с постоянной вероятностью в единицу времени после

установления диагноза.

В качестве альтернативы предложена модель продуцирования

белых кровяных клеток в виде простого разностного уравнения.

Эта модель основана на известном механизме регулирования

продукции белых кровяных клеток с помощью обратной связи,

а также на допущении о том, что ХМЛ характеризуется медлен

ным, но неуклонным ростом максимальной скорости продукции
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Рис. 3.7. Статистика времени выживания у пациентов с хронической миело

генной лейкемией. Хотя некоторые считают, что такая статистика свидетель

ствует о случайном характере смерти, данные лучше аппроксимируются детер-

мивистической моделью Lasota and Mackey (1980).

белых кровяных клеток. При таких допущениях модель позволяет

сделать вывод о том, что по мере прогрессирования болезни пврво

начально стабильная, но медленно увеличиввюшаяся плотност ь

белых кровяных клеток, наконец, становится нестабильной ,
и возникают сильные колебания, как это наблюдается в клинике

(см. рис. 1.8). Еще более интересно то, что модель предсказывает

распад системы (больной умирает), как только максимальная ско

рость продукции белых кровяных клеток проходит через крити

ческий пороговый уровень в момент времени, теоретически полно

стью предсназуемый, если точно известны начальные условия.

Однако из-за сильной зависимости поведения этой модели от

начальных условий в ней будет наблюдаться некоторое распре

деление времен выживания в популяции. Это связано с тем, что

клиническое состояние больных в момент постановки диагноза
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неодинаково . М оцвль предсказывает , что часть популяции боль

ных с ХМЛ, переживающих время t после установления диагноза,

равна ехр (-ktn ) , где п = 3/2 и k - параметр. зависящий от

модели. Таким образом, предсказания модели очень хорошо согла

суются с данными по выживанию, представленными на рис. 3.7,
которые аппроксимировались(сплошная линия) функцией такого

же вида при

k = 0.16 (мес. )-1.51 и п == 1.51.

Более того, в больших популяциях доля выживающих БО.1ЬНЫХ

не зависит от распределения начальных состояний.

Это предсказание имеет неснолько интересных особенностей.

Во-первых, оно основывается на полностью детерминированной

модели динамяки образования белых кровяных клеток. ВО-ВТО 

рых, оно дает гораздо более точное описание имеющихся стати

стических данных по выживанию, чем допущение о чисто случай

ной смерти при постоянной вероятности в единицу времени.

Однако наиболее интересный аспект связан с тем фактом. что

кривые выживания больных с ХМЛ относительно мало меняются

при использовании различных терапевтичеснях средств, включая

хемо- и/или радиотерапию. Так кан эти цитотонсические средства

вызывают возвращение к исходному уровню численности пролифе

рирующих клеточных популяций, отсутствие их влияния на ста

тистику выживания популяции получает простую интерпретацию

в контексте этой детерминированной модели. А именно, статисти

ческие свойства времен выживания популяции нечувствительны

к распределению начальных состояний, несмотря на тот факт,

что использование этих цитотонсических агентов с целью повлиять

на начальные условия может оказывать сильное воздействие на

время выживания отдельного больного. В частности, примененив

различных видов терапии к одному и тому же больному может

резко сократить или продлить его жизнь.

В заключение отметим, что при наличии неното рого динами

ческого процесса - будь то детерминированный хаос или сто ха

стичесний процесс, подобный пуассоновскому процессу или слу

чайному блужданию - часто онавывавтся возможным вычисление

соответствующей плотности вероятности. Однако обратная опера

ция нахождения динамического процесса, приводящего к данной

плотности вероятности, не имеет однозначного решения. Таким

образом, экспоненциальная плотность вероятности для интерва

лов между событиями не может служить критерием пуассонов

ского процесса без тщательного рассмотрения других статисти

ческих свойств динамичесной системы.
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3.3. Выявление хаоса

Широкое признание в последнее время того факта, что встре

чающиеся в природе системы (физические , химические и биоло

гические) способны к хаотическому поведению , привело к попыт

кам идентификации «хаоса» в лабораторных условиях и in situ.
На эту тему опубликованысотни статей, в основном после 1980 г.

Однако на практике обнаружить хаос нелегко. В эксперимен

тальных системах шум взаимодействует с динамическими про

цессами, подчиняющимися уравнениям движения, определяющим

эволюцвю системы. Таким образом , экспериментальные системы

по определению подвержены стохастическим возмущениям и поэто

му трудны для теоретического рассмотрения . Вовможностъ считать

детермпнированно хаотичными твпроцессы , которые ранее класса

фицировались как шум. ограничивается наличием · шума в изу

чаемой системе (в том числе в иямерительном приборе). Более того,

даже в теории детерминированных уравнений дается ряд различ

ных формальных определений для хаоса. и важно осознавать,

что определение хаоса часто изменяется от статьи к статье. Ввиду

наличия трудностей в этой области мы кратко опишем несколько

различных способов идентификации хаоса , которые используются

в настоящее время.

Спектр мощности.

Одной из наиболее хорошо известных и наиболее часто исполь

зуемых статистических х арактеристик временных последователь

ностей является спектр мощности, который позволяет представить

сложную временную последовательность в виде наложенных друг

на друга синусоидальных колебаний различной частоты. Спектр

мощности на данной частоте пропорционален квадрату коэффи

циента Фурье для этой частоты.

Спектры мощности были получены для многочисленных физио

логических переменных , таких как частота пульса, кровяное

давление, объем вдоха-выдоха, алектроавцефалографическве

покааатели и тремор. Типичный спектр мощности имеет один или

более пинов , которые соответствуют главным частотам, присут

ствующим в сигнале. В дополнение к этим главным пикам могут

существовать другие частоты , но при меньших амплитудах, и очень

часто мощность распределена по широкой полосе частот.

Широкополосные спектры мощности, возможно, с налагаю

щимися друг на друга пиками , часто связаны с хаотической дина

микой. К сожалению, «шум» также связан с широкополосными

спектрами, и, следовательно, присутствие широкополосного спек

тра недостаточно для того, чтобы отличить хаос от шума.
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Отображение Пианкаре

В гл. 2 мы обсуждали моделирование нелинейной динамики

дифференциальными уравнениями. Интегрирование этих урав

нений дает траектории в фазовом пространстве. Отображение

Пуанкаре получается при пересечении траекторий в фазовом про

странстве гиперповерхностью, размерность которой на 1 меныпе,

чем размерность фазового пространства (например, линией , если

фазовое пространство двумерно). Функция, которая дает возврат

к этой поверхности при последующих пересечениях, является

решением разностного уравнения , которое иногда называется

отображением послебования, или отображением Пианпаре.

Отображение ' Пуанкаре, построенное для системы с непрерыв

ным временем, может использоваться для анализа динамического

поведения. Отображение Пуанкаре, соответствующее динамиче

ской системе, позволяет судить о наличии хаоса в эксперимен

тальной системе. Данные на рис. 1.11 соответствуют отображению

Пуаннарв для периодически стимулируемого агрегата сердечных

клеток (см. гл. 7). В некоторых системах, в которых трудно или

невоэможно проследить эволюцию всех переменных во времени,

иногда измеряется только одна переманная и определяется зави

симость этой переменной от ее значения в нвкоторый предыдущий

момент времени, а затем определяется отображенив Пуанкарв

в этом двумерном представлении временной последовательности.

Пути 1'i, хаосу

Мы описали последовательность бифуркаций в квадратичном

отображении при изменении параметра а. В некоторых случаях

можно было наблюдать те же самые последовательности бифурка

ций даже в ситуациях, для которых нет хорошо разработанной

теории. Например , наблюдение бифуркаций удвоения периода,

сопровождающихся возникновением нерегулярной динамики, рас

сматривается как указание на то, что нерегулярная динамика

представляет собой хаотический процесс.

Наиболее убедительные доказательства существования хаоти

ческого поведения возникают в теоретическом исследовании тех

случаев, в которых при изменении параметров наблюдается как

периодическая, так и хаотическая динамика. Соответствие между

экспериментальными данными и теоретичесни предсказанным

динамическим поведением, включая нерегулярную динамику экс

периментальной системы при значениях параметров, приводящих

к возникновению хаоса в детерминированных уравнениях, позво

ляет сделать вывод о том, что экспериментально наблюдаемый

процесс является хаотическим. Эксперименты с периодически

стимулируемыми сердечными клетками представляют один из

случаев, в которых такой анализ оказался возможным (см. гл . 7).
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Число Ляпинава и размерность

В последних работах по нелинейной динамике разработаны

количественные меры для характеристики сложного двнамвческого

поведения. Чаще всего используются число Ляпиндва и раемер

ность, которые являются мерами регулярноств и геометрии дви

женин соответственно. Хотя полное описание этих мер технически

сложно, мы кратко обсудим их в следующем . р авделе ввиду все

возрастающей важности этих величин для характеристива нели

нейной динамики,

3.4. Стрвивые аттр8КТОРЫ, размерность

и числа Ляпунова

Н математическим концепциям, свяванным с характеристиной

хаоса, можно подходить С позиций дифференциальных уравнений

или разностных уравнений. Здесь мы ограничимся рамками циффе

рвнпиальвых уравнений, но отметим возможность выхода ив этих

рамок и перехода н разностным уравнениям. Аттрахтор есть

множество точен S, таких, что траектории почти всех точен в окре

стности S стремятся н S при t, стремяшемоя н бвснонечноств.

'Гакам образом, устойчивые стационарные состояния И устойчивые

предельные циклы, обсужпавшиеся в главах 1 и 2, являются

аттранторами. Тание аттранторы имеют очень простую геометра

ческую струнтуру (рис. З.8). В частности, устойчивое стационар

ное состояние представляет собой точку (раамерность О), а устой

чивый предельный цикл - замкнутую кривую (без самопересече

ний) (размерность 1). Возможен также двумерный аттрангор, при

мером которого служит тор (т. е. поверхность бублика). В этом

случае траектория Может наматываться на тор бесконечное число

раз, заполняя его поверхность, но никогда не пересекает себя

(рис. З.8). Этот случай, называемый нвазипериодичностью, рас

сматривается в гл. 7.
В рассмотренных выше примерах аттракгоры имеют простую

геометрию с размерностью, определяемой целым числом, Это не

естранвыев аттракторы. Однако в настоящее время стало обще

признанным существование аттракторов с непонятными геометри

чесними свойствами, которые Рюаль и Твненс (Ruelle, Takens)
в 1971 г. предложили называть странными аттракторами,

Поскольку различными авторами даются различные определения

странных аттракторов , мы предпочитаем обойтись без их подроб

ного обсуждения, представив вместо этого наглядные примеры.

которые дают веноторов понимание того, что означает термин

«странная» геометрия.

Получить представление о странных аттракторах можно, вооб

разив, что случится с маленьним шариком теста, догруженным
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в остальную массу теста, как это происходит при изготовлении

ивделий из слоеного теста (классический pate feuilletee). Чтобы

облегчить ележенив за шариком теста, окрасим его мысленно

в пурпурный цвет, но это не изменит его вкус в нашем «кулинар

ном» эксперименте. При изготовлении пирога тесто раскатывается

в пласт, покрывавтся тонким слоем масла, затем складывается

вдвое и снова раскатывается. Пурпурный шарик растягивается

\)
/\

. О-2

Рис. 3.8. Аттракторы с целочислен

ной размерностью. Для устойчивого

стационарного состояния D = О . для

предельного цикла D = 1и для ква-

аипериодичности D = 2.

Рис. 3.9. Схематическое изображе

ние странной геометрии, встречаю

щейся при изготовяении споеного

теста (pate fеuШеtее). ({огда тесто

раскатывается и складывается, ша

рик теста, псрвовачально находив

шийся в центре, растягивается в

свернутый лист.

и закручивается, принимая сложную геометрическуюформу даже

после нескольких повторений процедуры раскатывания, смаэы

вания маслом и складывания (рис. 3.9). Однако наблюдать эту

геометрию трудно. Один из способов получить частичное представ

ление о ней - это разрезать тесто, чтобы рассмотреть пурпурный

слой в поперечном сечении. Если сделать это, то в поперечном

сечении будут видны свернутые участки окрашенного теста.

Проводя аналогию с нелинейной динамикой, представим себе

дифференциальные уравнения с тремя и более переманными. Если

имеются N переменных, то любое начальное условие представ

л яется точкой в этом N-мерном фазовом пространстве, а эволюция
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во времени представляется траекторией. Можно выделить в фазо

вом пространстве малый объем точек (аналогичный пурпурному

шарику теста в вышеприведенном примере) и посмотреть, как

точки шарика разворачиваются и размазываются С течением вре

мени. В случае хаотичной динамической системы шарик, состоя

щий из точек, может в конце концов растянуться, покрывая часть
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Рис. 3.1 О. Стробоснопичссние графики, показыв.~ющие аависимость V и

dvldt от фазы синусоидальной внешвеи силы, действующей на гигантский
аксов кальмара. Ток равен 1,5 ыкА, вынуждающая частота равна 270 Гц

и собственная частота нейрона равна 200 Гц. По данным Aihara е! al. (1986).

аттрактора или весь аттракто р и может иметь странную гео

метрию. В отличие от случая со слоеным тестом, объем, занимае

мый шариком, может уменьшаться (то, что происходит в дисси

пативных системах).

Последние анспериментальные данные поназываюг , что стр ан

ная геометрия может встречаться в физиологических система х.

Aihara с сотрудниками изучали действие периодической синусои

дальной стимуляции на спонтанно осциллирующие гигантские

аксоны кальмара. В определенных фазах гармонического вовму

щвния записывалосьнапряжение V и его пронаводная по времени

dV/dt. При некоторых частотах и амплитудах стимуляции эти

авторы наблюдали сложные складчатые геометрические формы ,
подобные тем , которые характерны для странных атгракторов

в нелинейных дифференциальных уравнениях, обнаруживающих

хаотическую динамику (рис. 3.10).

т
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Несомненно, было бы хорошо иметь какой-нибудь количествен

ный способ описания геометрии странных аттракгоров, Один

такой способ, предложенный недавно и находящийся сейчас в со

стоянии активного развития, - это использование мер типа раз

мерности. Устойчивые состояния, предельные циклы и квааиле

риодические аттракторы связаны с целочисленной размерностью

(рис. 3.8). Однако с начала этого века математики имели дело

с патологическими множествами, свнаанвыми С нецелочисдевной

размерностью. Такие множества были названы фракmала.мuМан

дельбротом, который многократно указывал на их важность для

• • • • • • • •
11 11 11 11 11 11 11 11

1111 1111 1111 "/1 I111 1111 /111 1111

1111 1111 1111 1111 а 11 00 111 1111
Рис . 3.11. Множество Нантора. Нажда1l ниже лежащая линия получеиа из

предыдущей вырезанием средней части каждого сегмента . Размерностъ равна

0,6309 ... Из работы Mandelbrot (1982).

понимания геометрических аспектов в естественных науках. Что

бы проиллюстрировать, что означает термин «фракгалв , мы должны

принять определение размерности. Был предложен ряд различных

определений размерности фрактальных множеств. Очевидно, про

стейшим из них является емкость. Рассмотрим множество точек

в N-меРНШf пространстве. Пусть п (е) - минимальное число N
мерных кубов со стороной е, необходимоедля того, чтобы покрыть

множество. Тогда размерность множества определяется как

d = Нш log n (8) (3.13)
е .... О log (1/8)

Например, чтобы покрыть линию длиной L, потребуется п (е) =
- Ы« кубов, откуда видно, что d = 1. Подобным образом для
квадрата со стороной L мы имеем n (е) = П'/е? и d = 2. Чтобы

представить себе множество с дробной размерностью , рассмотрим

конструкцию, покаванную на рис. 3.11. Вовьмем отрезок единич

ной длины. Удалим среднюю треть этого отрезка. Теперь вырежем

среднюю треть двух оставшихся фрагментов. Множество точек,

остающееся после того, как этот процесс будет повторен беско-
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неянов число раз, называется нанторовсхим множеством: Чтобы

вычислить его размерность, допустим, что т есть число повторе

ний процесса вырезания, так что е = (1/з)m. Если т = О, то

n (е) = 1; если т = 1, то n (е) = 2; если т -= 2, то п (е) = 4;
и, вообще, п (е) = 2т. Используя уравнение (3.13), легко вычис

ляем d = log 21l0g 3 = 0.630. .. .
Нематематикам это обсуждение фракталов может покаааться

бессмысленной тарабарщиной. Однако теперь стало ясно, что

в нелинейных системах могут существовать странные аттракторы,

являюшився франталами. Более того, Мандельброт и др . выска

аали предположение о том, что такие анатомические структуры,

как система кровообращения и легкие , могут иметь фрактальную

геометрию. Анализ фрактальных аспектов анатомии и динамики

только начинается и, несомненно, станет областью гораздо более

интенсивного развития .

Другой количественной мерой , характерваующей странные

аттракторы, является число Ляпунова , которое можно определить

при рассмотрении эволюции в фазовом пространстве малого шара,

состоящего из точек этого пространства. С течением времени

малый шар (в N-мерном пространстве) превращается в эллипс

с главными осями ri (t). Числа Ляпунова определяются как

~ 1" 1 1 ri (t) (3 14)
II.t = цп -t og2 -:---(0) , .

'-+ 00 Г,

причем Лi (t) упорядочиваются по убыванию. К aplan и Уorke
пришли к выводу о том , что размерность странных аттракторов

может быть определена с помощью чисел Ляпунова, До сих пор

мы избегали обсуждения связей между хаосом, странными аттрак

торами, размерностью и числами Ляпунова. В использовании

этих терминов иногда возникает путаница, и отмечаются расхож

дения между различными авторами. Наиболее четкими кажутся

представления GI"ebogi и соавторов. Они используют термин

«хаос» для описания динамини системы, а термин «странный аттрак

тор» - для характеристики геометрии аттракгора. Хаотическая

система - зто такая система , для которой типичные орбиты на

аттракторе имеют положительную экспоненту Ляпунова . Стран

ный аттрактор имеет необычные геометрические свойства , такие,

как нецвлочвслвнная размерность и недифференцируемость . Это

отличие, по-видимому, является важным, так как , согласно при

нятым выше определениям, хаотическая динамическая система

может иметь аттранто ры, не являющвеся странными , и, наоборот,

нехаотичесная динамическая система может иметь странные аттрак

торы.

В настоящее время проводится активная работа по разработке

практвческих алгоритмов, которые могут быть использованы для

численного определения размерностей и чисел Ляпунова, если
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известны значения некогорой переменной как функции времени.

Область примененив их в биологии включает анализ электроэнце

фалограмм и электрокардиограмм. R сожалению, используемые

алгоритмы имеют много потенциальных ловушек и их свойства

сходимости в настоящее время недостаточно выяснены. В частно

сти. два аспекта требуют тщательного теоретического анализа:

(1) требования к размеру анализируемого массива данных и (2)
влияние шума, старших пронаводных и геометрии аттрактора.

Из-за зтих сложностей однозначное истолкование публикуемых

данных затруднено. Любое утверждение о существовании «хаоса»,

основаннов исключительно на вычислении размерности или числа

Ляпунова без дополнительных данных, таких, как хорошо описан

ные бифуркации или правдоподобвая теория, может быть встре

чено с сильным скептицизмом.

3.5. Заключение

Для характеристики случайных процессов часто используют

гистограммы интервалов между событиями. Например, хорошо

известно, что в случае пуассоновоногопроцесса такая гистограмма

представляет собой экспоненциальную функцию. Мы показали,

что хаотические системы также могут давать экспоненциальные

гистограммы интервалов между событиями. Таким образом, уста

новить различие между шумом и хаосом нвпросто, и вполне воз

можно, что во многих системах нерегулярная динамика, припи

сываемая шуму, в действительностиможет быть обусловлена хао

тическими процеесами в детерминированных системах. Обсуж

даются способы идентификациихаотическойдинамики. Эта область

в настоящее время активно изучается. Четкие рабочие определе

ния, которые могут быть использованыдля оценки относительных

вкладов шума и хаоса в данной экспериментальнойзаписи, в на

стоящее время отсутствуют.

Примечания и литература, глава 3

3.1. Пиассоновские процессы и случайные блуждания

Обсуждение стохастических процессов, связанных с шумом,

можно найти в любой книге по теории вероятности. Мы реномен

дуем Feller (1968). Аппроксимация гистограмм интервалов между

событиями является стандартной процепурой в нейрофизиологии

и встречается во многих случаях. Мы привели примеры из работ

Fatt and Katz (1952), которые изучали миниатюрные потенциалы

действия концевых пластивок в нервно-мышечном синапсе лягуш

ки, и Sakmann, Noma and Trautwein (1983), изучавших открыва

ние ионных каналов в сердечных клетках. Уап der Kloot, Kita
5- 8 38
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and СоЬеп (1975) обсуждали различия между предсказанинми

пуассоновского процесса и экспериментальными данными для

временного распределения миниатюрных потенциалов концевых

пластинок в нервно-мышечном соединении. Gerstein и Мапсейпо;

(1964) использовали модели случайных блужданий для описания

распределений интервалов между событиями в случае кохлеарных

нейронов.

3.2. ШУJtt или хаос

Lasota в Mackey (1985) установили, что детерминированные

рааиоствые уравнения могут давать экспоненциальные плотности.

J . А. Smith и Martin (1973) изучали митоа, используя модель

клеточного цикла, основанную на случайных переходах . Mackey
(1985) и Mackey, Santavy и Selepova (1986) предложили альтерна

тивную гипотезу, основанную на детерминированной модели кле

точного цикла. Статистические данные по выживанию больных

с хронической мивлогенной лейкемией ввяты из работы Wintrobe
(1976) и были аппроксимвровавы экспоненциальной функцией

и суммой экспонент в работе Burch (1976). Lasota и Mackey (1980)
описали эти данные моделью детерминированного хаоса.

3.3. Идентифихация хаоса

Анализ спектров мошносгв часто применяется в физиологии.

В соответствующих статьях рассматриваются спектры мощности

для частоты пульса (Kitney and Rompelman (1980); Akselrod et al.
(1981); Kobayashi and Musha (1982» , дыхания (Goodman (1964»,
алвктроавцефалограммы (Нарр et а]. (1986» и тремора (Fiпdlеу

and Capildeo (1984».
Одно из первых обсуждений проблемы различения шума и хаоса

в экспериментальных данных можно найти у G псkепhеimег (1982) .
Обсуждение рааличных методов, испольауемых для определения

хаоса по экспериментальным данным, содержится в работах

Crutchfield et аl. (1980), Swinney (1983) и АЬгаЬат. Gollub and
SwinJ1ey (1984). Недавно опубликованные сборники статей также

внесли свой вклад в изучение этих проблам (Cvitanovic (1984);
Нао (1984); Mayer-Kress (198В)).

Испольаованив отображения Пуанкаре для анализа динами

ческой системы, описываемой дифференциальными ураввеввями ,
рассматривается в работах Smale (1967), G uckenheimer and Hol
mes (1983) и Lasota and Mackey (1985). Различные механизмы

возникновения хаоса описаны у Eekmann (1981).
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3.~. Странные аттрахторы, раемерность и числа Ляпинова

Поскольку мы рассматриваем быстро развивающуюся и про

тиворечивую область знаний, поиски самых последних данных

предоставим читателю. Стартом могут послужить работы Ruelle
and Takens (1971), Карlап and Yorke (1979), Fermer, Ott and
Yorke (1983), Grassberger and Ргосассга (1983), Grebogi et al.
(1984), Eckmann and Нцейе (1985), Wolf et а1. (1985) и Kostelich
and Swinney (1987). Сборник статей под ред. Mayer-Kress (1986)
блестяще подытоживает положение дел в этой области на 1986 г.

Вычисление размерности ЭЭГ описано в работах Ваblоуапtz and
Destexhe (1986), Dvorak and Siska (1986), Rapp €t al. (1986), а так

же в нескольких статьях, соцержащихся в сборниках работ под

ред. Мауег - Kress (1986) и Koslow, Мапое]! and Schlesinger (1987).
Mandelbrot (1977, 1982), ввел термин «франтал», и его востор

женное описание этих любопытных математических объектов за

хватило воображение математиков и физиков. Причины этого

изложены в великолепном сборнике под ред. Peitgen and Richter
(1986). Попытки применить эти концепции в биологии только

начинают предприниматься (Gol{lbergel' et а]. (1985); Grebogi et аl.

(1985); West and Goldbergel' (1987).



Глава 4

Математические модели

биологических колебаний

Существует обширная литература, предлагающая множество

различных моделей генерации фиаиояогических ритмов. В этой

главе с помощью соответствующих примеров рассматриваются

основные классы механизмов действия биологичесних генераторов.

В разд. 4.1 описываются принципы устройства генераторов пейс

мекерных колебаний. Затем в разд. 4.2 мы обсуждаем генерацию

двигательных ритмов генераторами центрального типа. Два из

предложенных механизмов для таких генераторов - взаимное

ингибирование и последовательное деингибирование - рассмат

риваются в разд. 4.3 и 4.4. Один из основных механизмов регули

рования ритмов в организме связан с отрицательной обратной

связью. В разд. 4.5 мы показывавм, что такие системы могут

терять устойчивость , в результате чего возникают устойчивые

колебания. Системы с комбинированной положительной и отрица

тельной обратной связью рассматриваются в разд. 4.6. Такие систе

мы могут обладать как колебательными,так и хаотическимидина

мическими свойствами.

4.1. Пейсмекерныеколебания

Многие физиологическиеритмы генерируютсяодиночной клет

кой или алентрвчески свнаанными изппотенциальнымиклеткамв,
способными генерировать колебания автономно или в присутствии

постоянного сигнала. Мы называем такие клетки или группы нле

ток пейсмехерами.

Полагают, что пейсманерные колебания связаны с организацией

колебательного поведения сердца , гладкой мышцы , многих гор

мональных систем и нейронов. Несмотря на то, что нам хотелось

бы выделить из обширной литературы по пейсмекерным колеба

ниям несколько простых механизмов или принципов , это невоз

можно, так как , по-видимому , в основе ритмогенеза в различных

системах лежат различные механизмы. Остается нвясным, дей

ствительно ли это так или это всего лишь результат предваритель

ных оценок, которые будут иаменятъся в ходе будущей энспери

Менталъной работы.
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Проиллюстрируем вывод моделей пейсмекерных колебаний,
рассмотрев в общих чертах математическую модель Ходжкина

Хаксли, описывающую периодическую генерацию потенциалов

действия в гигантском аксоне кальмара при низкой концентрации

кальция во внеклеточной среде. Как было поназано Ходжкином

и Хаксли в 1952 г., потенциал действия генерируется в результате

изменения зависящей от времени и трансмембранного потенциала

проводимости мембраны для натрия и калия. В гигантском аксоне

кальмара, как и в других клетках, наблюдается относительно

высокая концентрация натрия и низкая концентрация калия во

внеклеточной жидкости по сравнению с внутриклеточной средой .

Если бы мембрана была проницаема только для одного вида ионов,

то трансмембранный потенциал отражал бы результирующий поток

этого единственного вида, и результирующий равновесный потен

циал для этого иона можно было бы вычислить по уравнению

Нёрнста. Например, в случае натрия результирующий поток ионов

был бы направлен внутрь клетки до тех пор, пока алентричеснай

потенциал, усгановившийся благодаря притону ионов натрия,

не уравновесил бы диффузию натрия в клетку, обусловленную его

концентрационным градиентом.

При равновесном потенциале Нёрнста сохраняется диффузия

через мембрану, но ионные потоки, направленные внутрь, равны

потокам, направленным наружу. По условию измерения всех

потенциалов относительпо внеклеточной ,НИДКОСТИ, равновесный

потенциал натрия положителен, тогда как равновесный потенциал

калия отрицателен.

Обозначив через 1 приложенный к мембране ток, Ходжкин

и Хаксли предположили, что

1 = С dV/dt + gNa (V - VNa) +gK (V - VK) + g! (V - Vt ) , (4.1)

где С - емкость мембраны, V - мембранный потенциал, gNa, gK
И gl - проводимости мембраны для натрия, калия и ионов утечки

соответственно, а VN a , VK И V! - соответствующие равновесные

потенциалы. Сложность задачи определяется сильно нелинейной

зависимостью провuдимостей от времени и трансмвмбранного

потенциала.

Для х арактеристики этой неливейности Ходжкин и Хаксли

использовали метод фиксации потенциала, при котором на мем

брану подается постоянное напряжение для поддержания транс

мембранного потенциала на заданной постоянной величине. При

фиксированном потенциале (dV/dt = О) можно регистрировать

отдельные ионные токи, используя различные фармакологические

вещества. Эти авторы показали, что при поддерживаемом уровне

деполяризации (положительное отклонение мембранного потен

циала от потенциала покоя мембраны) гигантского аксона каль

мара существует устойчивый подъем в проводимости калия и вре-
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менное увеличение натриевой проводимости. Ходжкин и Хаксли

смогли дать исчерпывающую характеристику зависимости мем

бранной проводимости от времени и трансмембранного потенциала,

и когда все эти факторы были увязаны с уравнением (4.1), стало

ясно. что это блестящая работа. При заданном внешнем токе 1
они сумели численно проинтегрировать (с помощью арифмометра!)

результирующую систему обыкновенных дифференциальных урав

нений и показали, что эти уравнения точно предсказывают изме

нение во времени потенциала действия и многие другие явления

возбудимости (рис. 4.1).
Таким образом. при нормальных условиях генерация потен

циала действия завершается деполяризацией мембраны, приводя

щей к увеличению мембранной проводимости для натрия и после-

мВ м!ом,С,м2

90
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70
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40
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Рис . 4.1. Числеввое интегрирование уравнений Ходжкина - Хаксли, пока

зывающее компоненты мембранной ПР080ДИМОСТИ во время распространения

потенциала действия. По данным Hodgkin and Huxley (1952).

дующему увеличению движения натрия внутрь клетки. Если поток

натрия, направленный внутрь, достаточно велик, чтобы противо

стоять влиянию направленного наружу движения ионов калия,

он приведет к дальнейшей деполяризации мембраны ниже порого

вого уровня И даже к еще более глубокой деполяризации (цикл

Ходжкина). Инактивация натриевой проводимости вместе с устой

чивым увеличением калиевой проводимости , обусловленным депо

ляризацией мембраны, приводит к возвращению мембранного

потенциала к его значению в состоянии покоя. В условиях низкой

внеклеточной нонцентрации кальция относительные величины

натриевой и калиевой проводимости сдвинуты по отношению

к мембранному потенциалу ган, что это приводит К возникновению

цикла Ходжкина и повторной генерации потенциалов действия.
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Метод, разработанный Хопжкином и Хвнсяи , был использован

для изучения механизмов ритмогвнеаа во многих других системах,

особенно механизмов сердечного ритмогенеаа. В препаратах

сердца меньший размер клеток, а также трудности в получении

хорошо перфузируемых првпаратов интактных илетои усложняют

опыты. Главные проблемы связаны с определением механизмов,

лежащих в основе деполяриаующего перехода при таи называемых

пейсменерных потенциалах. В принципе по крайней мере два

механизма могут привести и такому переходу: 1) уменьшение

проводимости для потока калия, направленного наружу; 2) уве

личение проводимости для потока натрия, направленного внутрь.

В 1975 г. McAllister, Noble и Tsien высказали предположение,что

главный вклад в потенциал сердечногопейсменерасвязан с первым

механизмом (рис. 4.2а), но современные данные, полученные Di
Francesco и Noble, по-видимому, свидетельствуют о том, что глав

ный вклад в потенциал пейсменера обусловлен током натрия или

какого-нибудь другого иона, направленного внутрь клетки

(рис. 4.2Ь). Трудности, связанные с применением метода фиксации

потенциала к сердечным клеткам, частично возникают из-за боль

шого числа различных ионных токов, существующих в сердечных

пейсменерах. В то время как в аксоне кальмара существуют два

главных тока (натриевый и калиевый), которые могут быть раз

делены , в сердечных клетках намного больше токов (более десяти),

и экспериментальные и теоретичесние трудности пропорционально

возрастают. Даже в случае нерва имеющиеся в настоящее время

данные свидетельствуют об одновременном действии многих ион

ных механизмов.

3а прошедшие несколько лет стало ясно как из эксперимен

тальных, так и теоретических работ, что многие пвйсмекеры, спо

собные к генерации регулярных периодических колебаний, могут

обнаруживать также нерегулярное динамическое поведение при

изменении физиологических параметров илв параметров мате

матических моделей. Чтобы проиллюстрировать это интересное

поведение, рассмотрим разряды Р-илеток поджелудочной железы.

Эти клетки связаны с секрецией инсулина. Разрядную активность

клеток можно проследить с помощью внутриклеточных электро

дов. Lebrl1n и Atwater нашли. что разрядная активность может

быть нерегулярной (рис. 4.3). Были предприняты попытки разра

ботать математические модели типа уравнений Ходжкина - Хак

сли для Р-клеток поджелудочвой железы. СЬау и Rinzel показали

путем численного решения этих уравнений, что в иенотором диа

пазоне величин параметров регулярные периодические разряды

не обваруживались: вместо них наблюдалась нврегулярная, апе

риодическая динамика (рис. 4.4). Поскольку она возникала в де

терминированной математической модели, было сделано ааклю

ченве, что эта модель обнаруживает хаотическое поведение.
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Рис . 4.2. Вычисленные потевциалы действия для волокна Пуркинье. (а) ПО

тсвциал действия ва верхнем рисуяке был инициировав деполяризацией

до -50 мВ, Средний рисунок показывает изменение во времени переменвых

Xl и S типа Ходжкина - Хаксли, которые регулируют токи ix и iK, направ

ленные наружу (нижний рисунок). Деполяризация пейсменера обусловлена

уменьшением тока iK. Величины параметров соответствуют 2.7 мМ [1\]0'
По данвыи McAl1ister, Noble and Tsien (1975). (Ь) Реконструкция пейсие
керной активности волокна Пуркинье с помощью уравнений DiFrancesco 
Noble (1984). Вычисленный потенциал действия показав вверху вместе с вы

численными изменениями в воротных механизмах, контролирующих iK (х)

и iJ (у). Отметим, что перемевная Х сравнима с переменной, показаввой

на рис. (а). Однако увеличение переменной у (контролирующей ток натрия ,

направленный внутрь) совершенно не соответствует уяевьшевию переиенвой s
(контролирующей ток калия наружу) на рис. (а). Величины параметров соот-

ветствуют значению 4 мМ [1\)0' По данным NobIe (1984).
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-8 (а) -8 (Ь)

") 1111 1 '/
1"

1':-16 -16 11'
I 1'1·- 24 -24

1'1 !
r

1"
1 i

-32 -32
,..

-40cn - 40
;;r.
~'-48 -48
со

~ .-e6 -ев
х

О 1.6 3.2 4.8 6.4 О 2 4 6 8 10 12 14 16 18tI)...
о

(е) -8 (d)с::

-х
-8

в
-18 -16х

:z:
~

-24..g- -24

~ - 3 2 -32
~

-40 - 4 0

-48 -48

-56 -ев
о 1.6 3.2 4.8 6.4 О 1.6 3.2 4.8 в.4

Время (с,)'

Рис. 4.4. Различные периодические и апериодич есние решения модели СЬау 
Keizer и их зависимость от скорости притона ввутрикяеточного кальция
(Кеа), определяемой уровнем глюнозы . (а ) Периодические разряды при Кеа =
= О ,О38. (Ь ) Хаотические разряды при Кеа = 0.040. (с) Х аотические биения
при Кса = 0,0415. (d ) Периодические биения при Кса = 0,045. Отметим
изменение масштаба времени в (Ь) . Адаптировано из работы СЬау and R inzel

(1985).



74 Гл. 4. Математические модели

Эти наблюдения поднимают важные и увленательные вопросы.

Нелинейныв дифференциальные уравнения, предложенные для

описания пейсмекерных колебаний в равличных тканях, в дей

ствительности могут иметь хаотическое решение при изменениях

параметров , связанных с изменениями в окружающей среде. Дей

ствительно. в сборнике статей под редакцией Ch'llaontis и Boisson,
появившегося в 1978 г.. было показано, что фармакологические

воздействия на пейсмекерныв клетки приводят к возникновению

сложных ритмов . Таким образом. сложные хаотические ритмы,

генерируемые пейсмекерной тканью. могут, по-видимому, ока

заться более распространенными, чем принято считать.

Существующие в настоящее время математические модели

пейсменерных колебаний, основанные на реальных ионных меха

низмах, настолько сложны, что единственный способ определе

ния динамических свойств модели - это использование численного

интегрирования. Кроме того, математические модели позволяли

получить великолепную реконструкцию формы потенцвала дей

ствия даже в тех случаях, когда моделируемые ионные механизмы,

как впоследствии выяснилось. онааывались ошибочными. Таким

образом, несмотря на то, что определение ионной основы пейоме

керных колебаний представляет большой научный интерес, мате

матическое моделирование этих процессов является трудной

задачей, потому что результирующие модели слишком сложны

и возможны различные интерпретации одних и тех же данных.

4.2. Генераторы центрального типа

С начала этого века существует большой интерес к мехаива

мам , лежащим в основе генерации двигательной активности. К на

стоящему времени стало ясно, что двигательные ритмы у многих

видов генерируются центральной нервной системой и, следова

тельно, могут поддерживаться даже в отсутствие сенсорных воз

бужцвнвй и связанных с ними первфервческвх рефлексов. Система,

генерирующая такой двигательный ритм, называется генератором

центрального типа (ГЦТ).

Экспериментальные исследования механизма ритмогенеза та

кого типа обычно сопряжено с трудностями в их проведении и ин

терпретации. Хотя обычно легко получить записи нейронной

активности, имеющей тот же ритм, что и ритм исследуемой дви

гательной активности, часто нелегко определить, представляет

ли регистрируемая вейровпая активность двигательную актив

ность, сенсорное возбуждение, активность центральных нейронов,

которые не являются частью ГЦТ, или же она представляет собой

активность нейронов, являющихся частью ГЦТ. Кроме того,

существование синаптяческвх связей между нейронами часто

трудно продемонстрировать .экспериментально.



4.2. Генераторы центрального тнпа 75

Ввиду наличия экспериментальных проблеи. связанных с опре

целением ГЦТ, разработка эффективных математических моделей

эказалась затруднительной. Существует точка зрения, что прежде

чем строить теоретические модели, необходимо иметь практически

полную информацию о нейронах в ГЦТ и их взаимодействиях.

Если для относительно простых препаратов беспозвоночных это

ВОЗМОЖНО, ТО для центральной нервной системы позвоночных такое

гребование невыподнимо. Кроме 'то го , так как большинство ГЦТ

зостоит из большого количества клеток, то вовсе нвобязательно,

1110 функциональная организация нейронной сети станет очевидна

после того, как будут выявлены различные типы клеток и связи

между ними. Поэтому мы считаем. что теория , имеющая своей

целью выяснение концептуальных механизмов ритмогепеза, явля

~тся ценной и необходимой в настоящее время.

Были предложены два основных класса моделей ГЦТ - пейс

мвнврные модели и модели взаимодействия в нейровных сетях.

В пейсмекврных моделях ГЦТ делается допущение о том, что ритм

генерируется отдельной клеткой или небольшой группой клеток.

:>бладаюuцих спонтанной колебательной активностью. В том слу

чае, когда пейсмекер образован небо.'1ЬШОЙ группой клеток, пред

пплагввтся. что все клетки пейсменера синхронизированы. Не

змотря на то , что пейсиенеры не были обнаружены в иейровных

зт руктурах , генерирующих двигательные ритмы у млекопитаю

щих, очень трудно исключить возможность того, что такие ритмы

генерируются пейсмекерными клетками. Однако в настоящее

время общепризнанным стало убеждение в том, что двигательные

ритмы у млекопитающих генерируются взаимодействиями сетей

в нервной ткани. Клетки в сети могут получать тонические воздей

ствия, вызывающие их активацию. Организация этой активности

цля генерации двигательных ритмов возникает только в результате

взаимодействия между различными клетками или группами кле

ток в сети. В следующих трех разделах мы рассмотрим несколько

моделей сетей , которые были предложены для объяснения гене

рации двигательных ритмов.

4.3. Взаимное ивrибирование

Ритмическое движение сустава обычно совершается периоди

ческой активацией противодействующих групп мышц: сгибателей

и разгибателей. Самые первые представления о возможных меха

низмах генерации такой ритмической активности, отвосяшиеся

к началу века, связаны с предположением о существовании двух

групп нейронов. Взаимодействия внутри каждой группы являются

возбуждающими, а взаимодействия между группами - угнетаю

щими .
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Таким образом, возникает взаимное угнетение, представяеввое

в виде диаграммы на рис. 4.5. Такой механизм был назван Брау

ном (Brown) в 1914 г. half-center model, но этот термин в настоящее

время редко используется.

Предположим, что два взаимно угнетающих нейрона получают

тонический сигнал. Тогда в зависимости от силы сигнала и силы

угнетающего взаимодействия реализуется один из двух возможных

типов качественного динамического поведения. Оба нейрона могут

сохранить свою тоничесную активность, но при более низкой час

тоте, чем в отсутствие угнетения. В другом случае частота разряда

I 2

O~'====i".О
Рис . 4.5. Модель нейронной сети с взаимным ингибированием. Предпола

гается, что каждый нейрон получает возбуждающий иипуаьс и обладает
ТОнической активностью при отсутствии угнетающего сииапса. Такая система

может давать колебания только при наличии некоторых дополнительных

факторов, таких как утомление или возбуждение после торможения, которые

модулируют активность при постоянной стимуляции.

одного из нейронов высокая, а частота разряда другого - низкая.

Этот последний случай аналогичен явлению, называемому в эко

логии нонхирентным вытеснением, при котором один из двух

конкурирующих видов побеждает в борьбе за пищу. Такие взаим

но исключающие взаимодействия могут также служить основой

для вейрофваиологичесного григгерного пвреключения.

Для возникновения колебаний в системе двух нейронов с взаим

ным угнетением необходимы дополнительные физиологические

факторы (такие как утомление, адаптация или возбуждение вслед

за угнетением) для создания механизма переключения, чтобы сна

чала один нейрон, а ватем другой становился активным. По мере

того как клвтна продолжает разряжаться с высокой частотой,

происходит истощение метаболитов и накопление продуктов рас

пада, соответствующее утомлению клетка. Это утомление приводит

к уменьшению клеточной активации. При включения утомления

в теоретическую модель можно получить нолебательнов поведение

в системе с взаимным внгвбированисм. Адаптация также может

приводить н уменьшению клеточной активности и колебаниям.

Другим важным физиологическим механизмом считается возбуж

дение, часто наблюдаемое после сильного угнетающего воздей

ствия на нейрон . Perkel и Mulloney показали в 1974 г., что в слу

чае такого возбуждения вслед за угнетением можно получить коле

бательное поведение в системе из двух взаимно угнетающих ней

ронов при условии, что это возбуждение является достаточно

сильным. Такие системы могут находиться также в устойчивом

т



4.3. Ваавнвее ииrвбврование 77

стационарном состоянии, при котором 8 обоих нейронах иаблю

дается низкий уровень тонической активности. Переход в коле

бательное состояние осуществляется путем сильного угнетающего

воздействия на одну из клеток. Эффект возбуждения вслед за

угнетением в этой клетке затем приводит к возникновению разряда

высокой частоты, в результате чего происходит сильнов угнетение

другой клетки, и воанинают устойчивые колебания.

Конкретным примэром колебаний в системе с взаимным угне

тением являются данные, полученные при изучении стоматога

стрального ганглия у рака. Можно изолировать этот ганглий

и изучать свойства клеток и сетей, лежащие в основе рит могенева .

Рис. 4.6. Чередование разрядной активности, наблюдавшееоя в LP и РО
нейронах 113 стомагогаетрального ганглия рака. Эти два нейрона "IIЛ~ЮТСЯ
взаимно угнетающими. Такая активность послужила первой четкой домов

страцией наличия полуцентральных колебаний в биологической
системе . По данным Selverston, МШег and Wadepuhl (1983).

Путем внутриклеточного введения светочувствительного красителя

и облучения интенсивным светом можно избирательно убивать

нлетки стоматогастрального ганглия. Этот изящный метод можно

приме нить для изоляции двух клеток, обозначаемых РО и LP,
которые играют важную роль в ритмогенезе. Если правильно

подобрать экспериментальныеусловия, то можно получить коле

бания в системе из двух клеток. даже если ни одна из них сама

по себе не генерирует спонтанных колебаний (рис. 4.6).
Хотя клеточные пары с взаимным угнетением были обнаружены

также в других ГЦТ, существование таких взаимодействий не

обязательно означает, что пара с взаимным угнетением представ

л нет собой ГЦТ. Она Может быть лишь част ью ГЦТ.

4.4. Последовательное деингибирование

В системе с двумя вэаимно угнетающими нейронами сначала

один, затем другой нейрон становится активным. причем пере

ключенве фаз определяется свойствами нейронов, такими как

утомление, аккомодация и эффект возбуждения после угнетения.

Однако некоторые нейронвые сети содержат нейроны, которые

являются активными в переходный период междудвумя главными

фазами цикла. Например, в дыхательной системе существуют

пулы нейронов, которые активны во время вдоха и выдоха, а также

межфазные (phase-spanning) нейроны, которые активны во время
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переходов мвжду двумя фазами (рис. 4.7). Возможно, что эти меж

фазные нейроны участвуют в определении продолжительности фаз

и в переходах между фазами.

Нласс моделей, разработанных Kling и S zekeley, дает простой

механизм ритиогенева, служащий обобщением более ранних

моделей с взаимным угнетением и объясняющий первключение

фаз свойствами системы. Эти модели включают механизм, назы-

(а)

Вдох Bt>IAOX Выдо)l. ВДОХ

(Ь)

(е)

(7)

( g)

_В____
(d) (h)

Рис. 4 .7. Схема классифннации основиых типов разряда респираторных

нейровов. (а) Инспираторвые нейроны. (Ь) Экспираторные вейроны. (с) Ран

ние экспираторные вейронь- (d) Поздние экспираторные нейроны. (с) Инспи

раторно-экспираторные нойровы . (Г) Экспираторно-ивспираторные нейроны,

(g) Непрерывно активные нейроны с пикои частоты на выдохе . (h) Ноире

рывно актпвные нейроны с пикои частоты на входе . По данным М. 1. Cohen
(1974) .

ваемый последовательным деингибированием или периодическим

цuклuческ,UJ~ ингибированием: Пример такого внгибировании при

водится на рис. 4.8. Основной постулат заключается в том, что

существуют функционально различные пулы нейронов, которые

получают тонические возбуждающиесигналы, причем внутри каж

дого пула нейронов взаимодействия носят возбуждающий ха

рактер. Кроме того, некоторые из нейронных пулов обнаружи

вают взаимодействия угнетающего характера С нейронами других

пулов. Такие системы способны генерироватьритмы, при которых

характер активности определяется ингибирующими вааимодей

ствиями между нейровными пулами. Активность одного пула
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нейронов приводит И подавлению разряда нейронов в другом пуле.

Нан только нейроны этого второго пула онажутся угнетенными,

третий пул нейронов, получавших угнетающие импульсы от

второго пула , может стать активным. Твким образом , третий пул

деивгибируется. Если взаимодействия будут выбраны правильно,

вовникнут устойчивые ритмы. Последовательное деингвбирование

2 WШ//AW4 W#1I1/114

1S10
Врем"

о

4 W/'шШlI4I w#&/Af

2

34

1

Рис. 4.8. Схематическое изображение сети с последовательным деивгибиро

ваннем. Предполагается, что каждый нейрон получает тоническое возбужде

ние и активен при отсутствии угнетающего воздействия. Все взаимодействия

нейронов имеют угнетающий характер. Такая сеть обнаруживает тенденцию

к спонтанным колебаниям. Тип колебаний, показаввый справа , напоминает

активность нейронов, генерирующихдыхатвльиый ритм (рис. 4.7) . По даввыи

. Glass and Young (1979).

представляет концептуадьно простой и, по нашему мнению , изящ

ный способ генерации бводогвчесних колебаний. Несмотря на то,

что в нейрофиавологичесних исследованиях неоднократно было

показано, что угнетающие вааимодействия действительно играют

важную роль в ритмогенеае нейронных сетей, системы, обладающие

последовательным девнгибированивм , не были однозначно иден

тифвцироввны.

4.5. Системы с отрицательной обратной связью

Те, кто живет в умеренном климате, знаИО1{Ь! с цинличностью

функционирования отопительных систем. В простейшем случае

имеется термостат с нагревательным элементом, находящимся на

неиотором расстоянии. Нагревательвый элемент либо выключен,
либо включен в зависимости от того , превышает ли температура

неиоторое значение, называемое уставкой, или ниже него.

После того, как температура упадет ниже заданной , нагреватель

актввируется , но из-за временных аадержек в системе пройдет

нвноторый конечный период времени , прежде чем температура

в термостате превысит уставку, Как только это случится , нагре

вательный элемент выключатся, но обычно наблюдается выброс

(перерегуляция) температуры до тех пор, пока тепло, выделяемое
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нагревательным элементом, не рассеется. Легко видеть, что эта

система функционирует циклично и что период колебаний уве

личивается при увеличении расстояпин от нагревательного эле

мента до датчика температуры (порождающего временную за

держку).

С теоретической точки зрения простые механизмы с обратной

связью имеют фундаментальное значение для регулирования боль

шого числа различных физиологических процвссов. Нейронныв се

ти .с отрицательной обратной связью могут также лежать в основе

механизма генераторов центрального типа (ГЦТ). Для на чала

рассмотрим простое дифференциальное уравнение (2.2)

ах
(ft= л-ух, (4.2)

где х - регулируемая переманная. а л и у - параметры. Так как

dx/dt > О при х < л/у и dx!dt < О при х > л/у, эту систему можно

рассматривать как простую систему автоматического -регули ро в а 

ния с уставкой л/у. Как уже обсуждалось в гл. 2, уравнение (4.2)
не может иметь колебательного решения, но дает монотонное при

ближение к величине л/у.

В физиологических системах временные задержки часто имеют

важное значение, и л и/или у не являются постоянными, а регу

лируются механизмами с обратной связью. Чтобы построить

молель таких систем , допустим, что л и/или у - соответствующие

функции от х (t) и/или х (t - т) (обозначается х'(). Здесь т есть

временная задержка, используемая для аппроксимации временных

вадержек, существующих в фвавологическвх системах.

Системы с отрицательной обратной связью - это такие си

стемы, в которых отклонения переменной состояния от стацио

нарного значения сводятся к минимуму с помощью обратной

связи. В результате этого пвремвнная состояния либо прибли

жается к своему стационарному значению. либо при некоторых

обстоятельствах возникают колебания.

Рассмотрим простую модель регулирования вентиляции легких

уровнем COz в крови. Пусть х обозначает рСО2 , парциальное

давленив СО2 • СО 2 удаляется из организма путем вентиляции

и образуется в тканях оргавиама с постоянной скоростью л при

постоянных условиях. Вентиляция V есть монотонно возрастаю

щая функция артериального уровня COz в некоторый момент вре

мени 't в прошлом (рис. 4.9а). Эта задержка обусловлена временем

прохождениякрови от ствола мозга (где вентиляция определяется

хеморецепторами и «дыхательным осцвдяятором») К легким

(где происходит удаление СО2) . ДЛЯ расчетов положим

(4.3)

т
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4.5. Системы с отрвцате.u:ьиоi обратвоR евяаью
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81

1.0 15 2.0
Время, мин

2.5
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3.0

Рис . 4.9. (а) Вид фувкции, описывающей регуляцию легочной вентиляции.

(Ь) Колебательное решение, полученное интегрированием уравнения (4.4)
для значений параметров. при которых вентиляция имеет колебательный

характер из-за неустойчивости в петле регулирующей отрицательной обрат

вой СВЯЗи. (с) Вентиляция при дыхании Чейна - Стокеа. Рисунки (Ь)

и (с) взяты из работы Mackey and Glass (1977).

где Vт - максимальная вентиляция, а 8 и п - параметры, ис

пользуемые для описания КрИВОЙ «чувствительности» к СО2•

Допустим также , что скорость удаления СО2 путем вентиляции

пропорциоиальна произведению рСО2 на V. Учитывая оба эти

6 -83 8
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фактора, получаем

(4.4)

(4.5)

х* = 40 ММ рт. СТ.,

= 7 л/мин,

= 4 л/мин.

V*

S*

Это пример системы с отрицательной обратной связью, так как

увеличение (уменьшение) уровня артериального СО 2 приводит

к увеличению (уменьшению) вентиляции, что в свою очередь при

водит к уменьшению (увеличению) уровня артериального СО2 •

В стационарном состоянии dx/dt = о. Обозначим значения

х и V в стационарном состоянии через х* и у* соответственно

и положим S* = dV/dx !х"· Из литературы находим следующие
экспериментальные значения этих параметров в стационарном

состоянии:

л = 6 ММ рт. ст. /мин,

Vm = 80 л/мин,

т = 0,25 мин,

в математическом приложении мы покавываем, как может быть

определена устойчивость стационарного состояния В дифферен

циальном уравнении с временной задержкой. Из представленного

анализа следует приближенная оценка, согласно которой стацио

нарное состояние будет устойчивым при условии, что

S* < лV*/2Лт. (4.6)

Анализ также показывает, что как только стационарноесостояние

становится неустойЧивым, при значениях параметров (4.5) возни

кают колебания р:.О2 (и, следовательно, вентиляции) с периодом,

примерно равным 4т (см. рис. 4.9с).
Уравнение (4.6) предснааывает, что стационарный уровень

рСО2 и х* может дестабилизироваться следующим образом:

(1) если крутизна S* функции регуляции СО 2 в стационарном

состоянии, вреиенная задержка т или скорость продукции COz
во всем организме (л) аначительно увеличиваются , стационарное

состояние становится неустойчивым; если стационарная вентиля

цИЯ V* достаточно сильно уменьшается, это также может вызвать

дестабилизацию стационарного состояния, что приводит к колеба

ниям с периодом, примерно равным 4т. Этот тип перехода от устой

ЧИВОГО стационарнОГО состояния к колебательному состоянию

называется бифуркацией Хоnфа и будет более подробно обсуж

даться в гл. 5.
Эти наблюдениЯ представляют интерес при расс~ютрении типа

дыхания, иэвестного под названием дыхания Чейна -Стокса
(см. рис. 4.9с), при котором происходит регулярное увеличение

и уменьшение вентиЛЯции . Дыхание Чейна-г-Стокса часто возни

кает в патологвчесних условиях при пере грузке сердца (связанной
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с увеличением времени цирнуляции нрови от легних н хемочув

стввтельным центрам в стволе мозга, регулирующим вентиляцию),

у тучных людей (увеличенное т) инаблюдалось также после по

вреждения нейронов ствола мозга (связано С повышенной чувстви

тельностью вентиляции н СО2 , Т. е. с увеличением S*). Дыхание

(а)

(Ь)

Площадь

зрачка

ИктенсивкоCl

света

Время в ceKYHдa~

Рис. 4.10. (а) Иллюстрация метода, используемого для инициации колебаний
диаметра зрачка. Так 1\а1\ свет фокусируется на границе радужной оБОЛОЧ1\И

и врачка , небольmие движения радужной оБОЛОЧ1\И приводят к большим

изменениям в интенсивности света. (Ь) Пример спонтанных колебавий пло

щади зрачка, полученных с помощью устройства, поназаввого на рис. (а)

при постоянной интенсивности света. По данным Stark (1968).

Чейна -Стонса вызывалось у нормальных собан искусстввввым

удлинением артерий, что приводило н увеличению времени цир

нуляции.

У здоровых людей дыхание Чейна -Стонса воаникает на боль

шой высоте , особенно во время сна. Это явление служит причиной

часто наблюдаемой неспособности н здоровому сну во время первых

неснольних ночей после восхождения на большую высоту. Счи

тается, что при таних обстоятельствах имеют существенное зна

чение кан нонцентрация 02, так и нонцентрация С02 в крови.

Низное содержание 02 в крови стимулирует гипервентиляцию,

что приводит н понижению С0 2 до нижней асимптоты кривой

6*
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чувствительности к СО 2• Вентиляция затем резко падает или

вообще првкращается , пока либо увеличение СО2 , либо уменьше

ние 02 не приведет к ее возобновлению.

Другой пример отрицательной обратной связи дают исследо

вания системы регуляции сокращений зрачка. Небольшое пятно

света направляется на край зрачка и стабилизируется таким

образом, что оно всегда попадает на одно и то же место глаза

(рис. 4.1Оа) . В ответ на воздействие пятнышком света зрачок

сокращается. Поскольку свет больше не пронинавт в глаз, зрачок

рефлекторно расширяется. Теперь свет снова попадает в глаз ,

что приводит К сокращению зрачка. Вследствие наличия времен 

ных задержек в проведевии нервного импульса инелинейности

петли обратной связи в системе возникают спонтанные колебания,

которые М9ГУТ принимать регулярный волновой характер, как

покааано на рис. 4.10Ь.

Другие примеры. в которых системы регулирования обратной

связью с временными задержками анализируются для выяснения

механизмов периодических физиологических ритмов, могут быть

найдены в гематологии, регулировании двигательной активности,

психиатрии и в регулировании кровяного давления.

4.6. Колебания в системах с комбинированными

обратными связями и временными вадержкаив

Системы с положительной обратной связью - зто. такие систе
МЫ, в которых отклонения от стационарного состояпия стремятся

возрасти до некоторого значения. Несмотря на то, : Ч10 таким откло

нениям не придается сколько-нибудь существенного значения

в функционировании биологических систем из-за их предполагае

мой неустойчивости, часто встречаются ситуации, при которых

биологическая обратная связь представляет собой комбинацию

положительной и отрицательной обратной связи. 'Ганой тип обрат

ной связи называется комбинированной обратной связью.

В качестве примера системы с номбвни рованной обратной

связью, в которой временные аадержки играют важную роль, рас

смотрим простую модель регуляции образования белых клеток кро

ви. Принято считать, что существует самоподдерживающаяся

полипотентная популяция стволовых нлвтон, способная продуци

ровать резервные стволовые клетки для э ритроцитарной (красные

клетки), миелоидной (белые клетки) и мегакариоцитврной (пла

стинки) клеточных линий. По мере созревания миелоидных ство

ловых клеток они приобретают морфологические характеристики,

позволяющие идентифицировать их как пролиферирующие пред

шественники миелоидных клеток . В процессе дальнейшего созре

вания пролиферативная активность этих илетон прекращается,

клетни входят в фазу зрелости и их ядра выталкиваются. Зрелые



4.6. Колебания в системах 85

нейгрофилы (один из типов белых клеток крови, возникающих

из ииелоидных стволовых клеток) высвобождаются из костного

мозга в кровь, где они быстро разрушаются случайным образом

(время полужиани этих клеток у человека 7 часов). Общее время,

необходимое для созревания и высвобождения распознаваемой

миелоидной клетки-предшественника составляет у человека при

мерно 6 дней.

Гормональное регулирование происходит на уровне между

циркулирующей нейтрофильной массой и мивлоидными стволо

выми клетками. Уменьшение числа циркулирующих нейгрофалов

ПРИВОДИт к образованию и высвобождению гормона грануло

поэтина (ГЛ). ГП затем действует на популяцию миелоидных

стволовых клеток, увеличивая их пролиферативную активность

И, в конце концов, увеличивая поток клеток в популяцию распо

знаваемых предшественников миелоцвтов.

Пусть х - плотность циркулирующих нейгрофалов (в клетках

на кг веса тела), а l' - скорость случайного распада нейтрофилов

(час-1 ) , v - приток новых пейгрофалов в кровь, измеряемый

в клетках/кг/час, F (клетки/кг/час) - приток резервных миелоид

ных клеток-предшественников в популяцию распознаваемых пред

шественников миелоцитов и А - козффициент усиления потока

в данную популяцию (см. рис. 4.11а). Тогда, исходя из вышепри

веденного описания системы образования нейтрофилов, имеем

dxdt= -ух+и(х"(), (4.7)

где х"( = :r (t - т) И V (х"() = AF (х"() - текущий приток клеток

в кровь, возникающий в ответ на запрос, совдавшийся внекоторый

момент времени т в прошлом.

В широком диапазоне изменений уровня циркулирующих ней

трофилов скорость образования нейтрофилов v падает с увеличе

нием их плотности. Однако благодаря действию различных фак

торов можно ожидать, что при очень низких уровнях нейтрофилов

скорость их образования будет падать, приближаясь к нулю.

Таким образом, для v мы выбираем унимодальную функцию (см.

рис. 4.11Ь)

еn

v (х"() = ~x"( еn+ x~ ,

где т, е и n - параметры.

Объединяя уравнения (4.7) и (4.8), получаем

dx еn

--;It= -уХ+~x"( еn+хn ,
"(

(4.8)

(4.8)

неливейвое дифференциальное уравнение с временной аадвржной,

описывающее динамику ивмвнения числа цирнулврующих ней-
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трофилов. Отметим, что в отличие от системы регулирования дыха

ния в предыдущем примере скорость распада клеток теперь фикси

руется. но скорость их образования регулируется обратной связью.

(О)

:-----------------------------------~

.1. совреваиве ~I;;;x;.;:OA::.;.H;;.;OH,;.;" ";;.;OT;;.;OkTo,:-;.,fТ-""':' ~ g ~ ----уу

ТХ

( Ь)

Число циркулирующих JlСИКОЦИТQВ

Рис. 4.11. (а) Схема регуляции образования кровяных клеток. Уровни клеток,

циркулирующих в крови, Контролируют входной поток с помощью обратной
связи. (Ь) Схематическое изображение вевисимости скорости образования
белых кровяных клеток от количества этих клеток, циркулирующих в крови .
Это пример комбинированных обратных связей, которые могут приводить

к хаотической динамике.

Кроме того, вместо единственного стационарного состояния урав

нение для скорости образования нейтрофилов может иметь два

стационарных состояния, х* = О и второе состояние

(4.10)

Как и в предыдущем примере. можно определить устойчивость

стационарных состояний. Когда ~ < у и х* = О - единственное

т
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стационарное состояние. оно всегда устойчиво, как и следует

ожидать в ситуации, когда максимальная скорость притока кле

ток меньше скорости разрушения нейтрофилов. В случае когда

~ > l' и имеются два стационарных состояния, состояние х* = О

всегда нвустойчиво, в то время как второе стационарное состоя

ние, задаваемое уравнением (4.10), может быть либо устойчивым,

либо нвуетойчивым в зависимости от значений параметров 1', ~, n
и т. Условие устойчивости второго стационарного состояния имеет

сложный вид, и мы не приводим его здесь (см. математическое

приложвнве) . Достаточно сказать, что увеличение ~, п и/или 't'
может привести к дестабилизации стационарного состояния,

и в том случае, когда это происходит, число циркулирующих ней

трофилов колеблется с периодом, значение которого лежит в ин

тервале от 2т до 4т. Изменения скорости случайного разрушения

нейгрофалов имеют более сложный характер, так как оказывается,

что веуетойчивостъ может возникать либо при увеличении, либо

при уменьшении '\', в зависимости от значений других параметров.

Такой анализ, однако, далек от выявления всей возможной дина

мики, которая может возникать в уравнении (4.9). Для того чтобы

исследовать более сложную динамику, мы должны отказаться от

имеющихся аналитических методов в пользу численного инте

грирования.

Для здорuвых людей получены следующие оценки значений

параметров: l' = О,1/сутки, ~ = О,2/сутки, n = 10 и т = 6 суток.

При таких значениях параметров анализ устойчивости предска

зывает , что число нейтрофилов в стационарном состоянии не

должно оставаться постоянным. Действительно, численное инте

грирование уравнения (4.9) при этих значениях показывает нали

чие мягко возникающих колебаний числа вейтрофилов с периодом

около 20 суток. На рис. 1.8Ь покаааны результаты такого же чис
ленного интегрирования при увеличении т до 20 суток. Отметим

чрезвычайную нврегулярностъ решения полностью детерминиро

ванного уравнения (4.9) . Эта простая модель, представленная

уравнением (4.9), еще раз демонстрирует возможность существо

вания хаоса в детерминированной, непрерывной во времени систе

ме. В данном случае уровни циркулирующих нвйтрофилов слу

чайны просто вследствие уравнений, описывающих их собствен

ную эволюцию. Как обсуждалось в гл. 1, рассматриваемые здесь

динамические свойства обнаруживают по крайней мере качествен

ное сходство с данными, полученными при определении числа

белых кровяных клеток у пациента с хронической миелоидной

лейкемией (ХМЛ). Некоторые исследователи полагают, что ХМЛ

обычно сопровождается увеличением переходного времени т меж

ду фазами созревания клеток и, таким образом, оказывается

возможной связь между теоретической моделью и предложенными

механизмами заболевания.
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в качестве еще одного примера генерации периодического

11 ацериодического поведения в системах с временной задержкой

11 комбинированной обратной свявью рассмотрим процесс рекир

рентного угnemenuя, который был описан почти для всех типов

нервной ткани у разных видов от низших беспозвоночных до

человека. Этот процесс характеризуется тем, что пресинаптиче

скве клетки доставляют возбу ждение к постсинаптическим клет

нам. Постсинаптические клетки затем генерируют потенциалы

действия, один из эффектов которых заключается в активации

угнетающих промежуточных нейронов через коллатврали аксонов

ПИРЗМИДЗllъные
клетки СА3. ;МЩистые волехна

\ (+o--~-

Корзинчатые клетки

Рис. 4.12. Схема сети с ренуррентным угнетением.

Постсинаптических клеток. Эти промежуточные нейроны, в свою

очередь, передают угнетающее воздействие обратно к постоинапти

ческам клеткам, от которых они получили первоначальную акти

вацию.

В исследовании, специально направленном на выяснение дина

Мических свойств рекуррентной угнетающей цепи в гишюкампе ,
рассматривался комплекс, состоящий из пирамидальвых клеток

Поля СА3, мшистого волокна и кораинчатых клеток (рис. 4.12).
В этой модели, сформулированной в рамках моделв (4.2), х (t)
характеризует частоту разряда популяции пирамидальныхклеток

поля СА3. «Обраэованиьь л переменной х целиком обусловлено

Во~буждающейактивностьюпопуляции мшистых волокон. Однако

Распад х определяетсядвумя различнымипроцессами: (1) естествен
ным угасанием активности, которое происходит из-за алектро

ТОнических свойств мембраны пирамидальных клеток СА3, и (2) не

Jlинейным типом обратной связи, аналогичным тому , который был

ИСпользован для Описания образования нейтрофилов {уравне

нив (4.8» . Такая связь обусловлена существованием ре нуррент

ного угнетающего пути, образованного кораннчатымв клетками.

Нроме того, в генерации рекуррентного угнетения имеется вре
чепвая задержка, обусловленная временем проведения импульсов

и синаптич:ескимп задержками в петле обратной связи.

Комплекс, состоящий из пирамидальных клеток поля СА3,
МШистого волокна и но раинчатых клеток, хорошо изучен, и соот

веТствующие параметры этой системы можно легко оценить. Более

т
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того, известно, что ингибирующим вейротрансмиттером между кор

зинчатыми клетками н пирвмидальными клетками поля СА3

является гамма-аминобутировая кислота (GABA) и что пени

циялин связывается практически необратимо с рецепторамиGАВА
на мембране пирамидальных клеток поля СА3 . ТаКИ ~1 образом ,

~20

О

-20

~20

О

-20

+20

О

-20

+20

О

со -20
~- +29

о

-20

+20

О

-20

+20

О

-20

+20

О

-20
N: 500

О 0.5 1.0
Время

Рис. 4.13. Результат численного моделирования сети, представленной на

рис . 4.12. N - мера плотности рецепторов. С уменьшением плотности ритм

меняется от регулярных вспышек с различными периодами до постоянных,

но нерегулярных разрядов. По данным Mackey and an der Heid en (1984) .

певициллвн может быть использован для титрования числа

доступных рецепторов GАВА в популяции постсинаптвчески х

клеток, и поэтому естественно было бы изучить поведение модели

этой системы по мере уменьшения плотности рецепторов GАВА,

соответствующего увеличению уровня пенициллвна . На рис. 4.13
покааано поведение этой простой модели рекуррентного угнетения

как функции числа рецепторов GАВА. По мере уменьшения плот-
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ноств рецепторов, соответствующего введению пенациллана, на

блюдается прогрессивный сдвиг клеточной активности от регуляр

ных всплесков активности с различными периодами до установив

швгося поведения, харантериаующегося устойчивыми, но нерегу

лярными разрядами при малом числе рецепторов.

Хаотическое поведение решений дифференциальных уравнений

с времвннбй задержкой и комбинированной обратной связью на

блюдалось при моделировании различных явлений в физиологи

ческих и Экологических системах. Несмотря на явную концепту

альную простоту и физиологическую важность систем с обратной

связью, содержащих временные задержки, математический анализ

таких систем чрезвычайно труден. Один из перспективных под

ходов ОСнован на представлении нелинейноствй в уравнениях

в виде Кусочно-линейных функций. В таких случаях становится

вовможным прямое интегрирование уравнений при некоторых

начальных условиях. Этот метод б,ЫЛ применен к системам с ком

бинированной обратной связью, и оказалось возможным проде

монстрировать целую иерархию бифурквционных переходов между

периодическими решениями, а также между хаотическими непе

рводяческими решениями при изменении величин параметров.

Во многих других исследованиях были использованы кусочно
постоянные нелинейности или другие типы нелвнейноствй в диффе

ренциальных уравнениях с временнбй задержкой для выяснения

свойств их решений.

4.7. Заключение

Было использовано много различных подходов к математиче

скому моделированию физиологических ритмов. С помощью моде

лей пейсмекеров делается попытка качественно объяснить ионные

токи, лежащие в основе пейсмекерной активности. Поскольку

существует много типов каналов, интерпретация экспери

ментов и формулированиематематических моделей является слож

ной процедуроЙ. В работах, появввшихся в последнее время,

было покааано, что незначительные изменения параметров в мате

матических моделях пейсяеверов могут приводить к хаосу. Были

предложены механизмы, связанные с взаимным и последователь

ным ингибированиемдля объяснения генерации ритмов двигатель

ной активности генераторами центрального типа. Наконец, как

отрицательная обратная связь, так и комбинированная обратная

связь в системах с временными задержками могут приводить к ко

лебаниям, а комбинированнаяобратная связь может также давать

хаотическую динвиику.
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4.1. Пейсмеверные колебания

Работа, имеющая решающее значение для выяснения природы

процесса возбуждения в классической возбудимой ткани, гигант

ском аксоне кальмара, была выполнена Ходжкином и Хаксли

(Hodgkin and Huxley (1952». Позднее Хаксли расширил эти

исследования, изучив влияние растворов с низким содержанием

кальция. Многие авторы использовали этот подход для характе

ристики других возбудимых тканей. McAllister, NоЫе and Tsien
(1975) изучали потенциалы действия в сердце, но некоторые их

результаты недавно были пересмотрены {Noble (1983, 1984); Di
Ргапсеэсо (1984); Di Fгапсеsсо and Noble (1985». Нерегулярная
динамика пейсмекервой активности наблюдалась эксперимен

тально в ряде нейровных систем (Chalazontis and Возвэоп (1978»,
в ~-клетках поджелудочнойжелезы (Lebrun and Atwater (1985».
и после воздействия биологически активных веществ на пейоме

керныв клетки моллюска (Holden, Winlow and Haydon (1982».
Математическиемодели пейсмекерныхколебанийв нейронах (Chay
(1984), ~-клетках поджелудочной железы (Chay and Riпzеl (1985»
и в клетках слизевика {Martiel and G oldbeter (1985) также обна

руживают хаос. По-видимому, единого общего механизма пейоме

керных колебаний не существует (Berridge and Rapp (1979); Noble
(1983».

4.2. Генераторы центрального типа

Исследование генераторов центрального типа (ГЦТ) началось

еще в начале этого века, когда Brown (1914) продемонстрировал

наличие двигательной активности у кошек, у которых была устра

нена афферентная обратная связь. Однако четкого теоретического

объяснения механизмов ГЦТ пока еще нет, и некоторые исследо

ватели выражают скептическое отношение к роли теории (М. 1. Со
hen (1979». Мы не пытаемся дать здесь полный обзор работ по

ритмогенеау в различных системах, но отсылаем читателя к бле

стящему сборнику статей под ред. А. Н. Cohen, Rossignol and Gril
lner (1988).

4.3. Взаимное инеибирование

:Концептуальные и математические модели, основанные на

взаимном ввгвбяроввниа, были предложены в различных работах

(Т. G. Вгоwn (1914); Burns and Salmoiraghi (196О); Salmoiraghi
and Burns (1960); Нагmоп (1964); Perkel and Миllопеу (1974».
Колебания в системах с взаимным ингибврованием продемонстри

ровали Selverston, Miller and Wadepuhl (1983) и Satterlie (1985).
Взаимное ингибирование не обязательно приводит к нолебаниям,
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но может порождать ситуацию, когда тот или другой из двух ней

ронов остается активным. Hopfield (1984) предположил, что такой

нейронвый первнлючатель может играть определенную роль

в процессах памяти.

4.4. Последовательное деингибироеание

Первое обсуждение последовательного дввнгибирования соде р

жится в работах Szekely (1965) и Kling and Szekely (1968). Обсуж
дение и анализ таких систем с использованием булевой алгебры

можно найти в статьях G lass and Уоппg (1979) и Thomas (1979).
Дифференциальные уравнения, моделирующие последовательное

деингибирование и другие сложные взаимодействия систем, при

водятся в работах Glass and Pasternack (1978а, Ь).

Обзоры по механизмам дыхательного ритмогенеза содержатся

в работах М. 1. Cohen (1974, 1979), Richter and Ballantyne (1983),
Euler (1986) и Feldman (1986). Из них можно заключить, что дыха

тельный ритм, генерируемый нейронной сетью, имеет сложную

природу и связан с несколькими различными типами взаимодей

ствующих нлвто н. Предположение о том, что системы последова

тельного деингибирования могут лежать в основе дыхательного

ритмогенева, высказано в работе Petrillo and Glass (1984).

4.5. Системы с отрицательной обратной связью

Хорошо известно, что системы с отрицательной обратной свя

зью способны давать колебания, когда временные задержки и или

коэффициенты связи велики (Grodins (1963); Milhorn (1966);
Stark (1968». Однако многие исследования устойчивости таких

систем используют линейные методы и, таким образом, имеют

ограниченное примеиение для анализа нелвнейных колебаний,

которые могут наблюдаться вне линейной области уравнений.

Модель дыхания Чейна -Стонса, которую мы рассматривали, мож

но найти в работах Mackey and G lass (1977) и G lass and Mackey
(1979а); там подробно описаны способы оценки значений пара

метров. Другие, более сложные математические модели были раз

работаны для объяснения изменений в концентрации 02 и С02 ,

но детальный теоретический анализ устойчивости в этих случаях

обычно вевоаможен (Longobardo, Cherniack and Fishman (1966);
МНЬогп (1966); КЬоо еь. al. (1982». С медицинской точки зрения

дыхание Чейна - Стокса может быть связано с неврологическими

нарушениями или болезнями сердца (Dowell et al. (1971). (Lam
bersten (1974». Дыхание Чейна - Стокеа создавалось у собак путем

искусственного увеличения задержки кровообращения после окси

гепации крови (G\lyton, CroweIl and Мооге (1956» . Обсуждения

дыхания Чейна - Стокса, возникающего на большой высоте, про-

т
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ВОДИТСЯ В работе Waggener et аl. (1984). Недавний обзор Pack
and Millman (1986) по регулированию дыхания у пожилых людей

содержит обширную литературу.

Колебательная неустойчивость В системах с отрицательной

обратной связью имеет отношение к возникноввпию колебаний во

многих других системах физиологического регулирования (Gro
dins (1963); Mi1horn (1966». Другие интересные примеры были

получены при изучении динамики зрачкового рефлекса (Stark
(1968, 1984», периодическойавтоиммуннойгемолитическойанемии
(Mackey (1979Ь», периодической кататонической шизофрении

(Cronin-Skanlon (1974», рефлекса растяжения (Lippold (1970»,
тремора (Merton, Morton and Rashbass (1967» и кровяного Давления

(Sagawa, Carrier and Guyton (1962); Hosomi and Hayashida (1984» .
Множественная отрицательная обратная связь с задержкой может

порождать сложные ритмы (Glass, Beuter and Larocque (1988».

4.6. Колебания в системах с комбинированными. обратными

связями и временными. гадержкамн

Рассмотренная здесь модель регуляции образования белых

кровяных клеток предложена Mackey and G lass (1977) и G lass and
Mackey (1979а). Общее обсуждение схемы построения системы

гемопоээа можно найти у Wintrobe (1970), Mackey (1979а) и Que
senberry and Levitt (1979). Данные Wazewska-Czyzewska (1984)
свидетельствуют о том, что при очень низких уровнях нвйтрофилов

скорость их продукции падает, приближаясь к нулю. Данные,

указывающие на увеличение времени соз ревания клеток при х ро

нической миелогвнной лейкемии. содержатся в работах Killman
et аl . (1963), Ogawa et аl. (1970), М. L. Gl'eenberg et аl. (1972)
и G avosto (1974).

Ряд исследователей разработали модели различной сложности

для описания динамики рекуррентного ингибирования (Mates
and Horowitz (1976); Kaczmarek and Babloyantz (1977); Traub and
Wong (1981); Knowles et аl. (1985». Рассмотренная здесь модель

предложена Mackey and ап der Heiden (1984).
Другие исследователи изучали хаотическое поведение решений

дифференциальных уравнений с временной задержкой в моделях

с комбинированной обратной связью, описывающих регуляцию

э ритропоэва (Wazewska-Czyzewska and Lasota (1976); Lasota
(1977»; в системах общего физиологического регулирования (ап

der Heiden (1979»; в модели динамики действия допамина (King,
Barchas and НцЬегшап (1984»; в других моделях рекуррентного

ингибирования(ап der Heiden, Mackey and Walther (1981») и в эко

логии (J. F. Perez, Malta and Coutinho (1978); Мау (1980». Метод
замены нвлинвйноствй кусочно-постоянными, нусочно-линвйными

или другими специальными функциями использовался в работах
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Glass and Mackey (1979а), Peters (1980), ап der Heiden and Mackey
(1982), Saupe (1982), ап der Heiden (1985) и Walther (1985). Указан
ный метод позволил этим исследователям Доказать некоторые

очень интересные свойства решений уравнений. Эксперименталь

ное исследование механизма комбинированной обратной связи

в зрачковом рефлексе описано в работе Longting and Milton
(1988).

Интересный побочный результат исследований заключается

в том, что уравнения, пврвоввчвльно предложенные нами для

моделирования образования белых кровяных клеток, были широко

использованы математиками и физиками для проверни алгоритмов

вычисления размерности и числа Ляпунова (см. равд. 3.4) по вре

менным последовательностям (Farmer (1982); Grassberger and Рго

сасста (1983); Wo1f et 81. (1985); Le Вегте et аl. (1987); Kostelich
and Swinney (1987)).

т



Глава 5

Инициация и прекращение

биологических ритмов

Переходы между колебательными и нвколебательными состоя

ниями обычны для физиологических систем. В этой главе мы обсуж

даем экспериментально наблюдаемые переходы между колеба

тельным и некояебательвым динамическим поведением и предла

гаем гипотезы для объяснения таких первходов. В раад. 5.1 мы

цокавываеи, что текущий ритм может постоянно првсутствовать,

но при этом его регистрируемые проявления могут иметь преры

вистый характер. Два различных пути перехода от колебательных

к неколебательным состояниям, известных в теории бифуркаций

как мятков и жесткое возбуждение, обсуждаются соответственно

в разд. 5.2 и 5.3. В случае жесткого возбуждения для данного

набора параметров могут быть два устойчивых динамических

состояния - одно колебательное, а другое ненолвбатеяьное.

В зтом случае ВОЗможна аннигиляция колебаний при действии

одиночного стимула. Наблюдение такой аннигиляции в экспери

ментальных системах обсуждается в равд, 5.4.

5.1. Вовяечевве в текущие колебании

Возможное объяснение инициации и прекращения биологиче

ских ритмов ааключаетсяв том, что основной ритм поддерживается

непрерывно, но организм может входить в этот ритм или выходить

из него путем изменения регулирующего параметра. Примером

могут служить электронные часы, которые всегда идут, но их

показания могут быть либо включены, либо выключены.

Низкоамплитудныеколебания мембранного потенциала, иногда

с накладывающимвся на них потенциалами действия, наблюда

лись в различных системах. Важной физиологической системой,

в КОТОрОЙ обычно обнаруживается такое поведение, является

кишечник. На рис. 5.1 показаны медленные колебания гладкой

мышечной ткани. Потенциалы действия, заметные на некоторых

медленных волнах, связаны с сокращениями гладкой мышцы

(см. разд. 8.1).
Возможность существования низкоамплитудных колебаний,

которые могут быть названы медленными: или подпороговыми кояе

6а1tuя.м.u, является одним из свойств, присущим пвйсмвкерным
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нолебаниям, и тание нолебания наблюдались во многих исследо

ваниях. Особенно поразительный пример дают численные иссле

дования ионной модели пейсмекерных колебаний в волокне Пур

кинье (рис. 5.2). По мере возрастания приложеиного гиперполя

ризующего тона воянинает ряд различных ритмов, при которых

1

IJ ___
1

Рис. 5.1 . Электрическая активность , ааписанная с ПОМОЩЬЮ электрода цавле

ния (верхняя линия), 11 механическая активность (нижняя ЛИНИЯ), записанная

от сегмента тощей кишки кошки. Медленные волны, связанные с потенциала

ми действия, вызывают самые с ильные сокращения. (а) Нормальная актив

ность. (Ь) Тот же сегмент нишки через 40 мин после промывания раствором

Тироле, содержащим 10% от количества Са2+ , присутствующего в случае (а).

Заметно уменьшение частоты и очевидное увеличение мембранного потен

циала. Нааибровка по времени 5 с ; калибровка по потенциалу 0-5 мВ; кали

бровка по натяжению 0-3 гм; направление увеличение натяжения - снизу

вверх. По Bortoff (1961).

могут наблюдаться нианоамплитудные и высокоамплитудные ноле

бания. В этом случае появление потенциалов действия зависит

от того, прввышает ли нолеблющийся мембранный потенциал нено

торую пороговую величину. Если этот порог прввышвн , то проис

ходит быстрая деполяризация.

Сходное явление, по крайней мере внешне, обнаруживается

при изучении овуляции. Некоторые пацивнтни , у которых наблю

дается синдром неразрыва лютеиниэированного фоллuкула , имеют

явно нормальный менструальный цикл (или текущее нолвбание),

но ключевое событие разрыва фолликула и высвобождения яйце

клеток (или овуляция) не всегда имеет место. Эти примеры пока-
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Рис. 5.2. Эффект постоянного гиперполяриаующеготока в модели волокна

П уркинье, предложеппой McAlister, Noble апд Tsien (1975). Использовались

следующие величины гиперполяриаующего тока (8 мкА/см2) : (а) 3.3 , (Ь) 3,34,
(с) 3,36, (d) 3,37, (е) 3,3785, (f) 3,3787, (g) 3,4 . Наблюдаются: (а) - нормаль

ные потенциалы действия, (Ь) - (е) - комбинации подпороговых и надпо
роговых колебаний, (Г) - подпороговые колебания и (g) - состо яние покоя.

По данным Guevara (1987).

зывают , что в таких системах основной ритм может продолжаться

даже в отсутствие событий, которые многими рассматриваются

как ключевые или нритичесние.

5.2. Мягкое возбуждение

Для математика естественным способом включения и выклю

чения колебаний является использованиезависящей от параметров

динамической системы. При некоторых значениях параметров

7 - 8 38
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колебания существуют, тогда как при других значениях их нет.

Простейший случай изображен схематически на рис. 5.3. При

значениях параметра с < О существует единственное стационарное

состояние, которое является устойчивым и глобально притягиваю-

(й)

с <О

(Ь)

2-2

r

о

с

Рис. 5.3. Мягкое возбуждение (аакритическая бифуркация Хопфа). (а) Пред

ставление в фазовой плоскости решения уравнения (5.1). При увеличении с

ВОЗникают устойчивые автоколебания низкой амплитуды и конечной частоты.

(Ь ) Бифуркационная диаграмма МЯгкого возбуждения . Сплошная кривая

представляет устойчивые решения, пувкгирная кривая - веустойчивыв

решения.

(5.1)

щим. Однако при с> О стационарное состояние становится не

устойчивым , и возникают устойчивые автоколебания. }\онкретным

примером системы дифференциальных уравнений , обнаруживаю

щих такую бифуркацию, служат уравнения

dr
dt = r (с - r2) ,

d<p
(jt=2n.

Используя качественный анализ, кратко описанный в гл. 2,
можно легко заметить, что при с < О существует единственное

стационарное состояние, а при с > О существует неустойчивое

стационарное состояние r = О и устойчивый предельный цикл
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r = с1/ 2 • По мере увеличения с при переходе через О возникает

предельный цикл, имеющий пврвоначально малую амплитуду

и конечную частоту (рис. 5.3). Хотя такого рода бифуркация была

известна Пуанкаре, принято называть ее еакритической бифурка

цией Хопфа, или ..1f.ягки.м. возбуждением.

Как уже обсуждалось в гл. 4, неустойчивость в системах с отри

цательной и комбинированной обратной связью может возникать

тогда, когда временные задержки и/или коэффициенты связи пре

вышают некоторые критические значения. В точках нвустойчи

вости наблюдаются аакрвтические бифуркации Хопфа. Считают,

что такая неустойчввость лежит в основе колебаний, наблюдаю

щихся при дыхании Чейна -Стокса, некоторых типах мышечного

. ~{IIIIIII"IIIIII".I .llllllllllllltl'lllllllllltllllll1111111111111111111.
. О Зйt ,.0 .50 f 60 70 80 90
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Рис. 5.4. Внутриматочноедавление как функция времеии у женщины с дис
иевореей. После введения антивоспалительного вещества нестероидной

природы (пироксикам) волны давления умевьшились. По данным Schulman,
Duvivier and Blattner (1983).

тремора, многих колебательных . гематологических нарушениях

и колебательном зрачковом рефлексе , вызываемом пятном света,

попадающим на край зрачка. В этих случаях важным классом

исследований, подсказываемых теорией, могли бы стать экспери

менты по тщательному измерению амплитуды и частоты колебаний

как функции интенсивности стимула в области перехода к устой

чивым колебаниям. Эти данные можно было бы затем увязать

с экспериментальными наблюдениями , используя соответствующие

теоретические методы. К сожалению, такой процедуре не часто сле

довали при изучении физиологических колебаний. Поэтому многие

из примеров, которые мы приводам. имеют только предположи

тельный х арактер, поскольку необходимы более систематические

анспериментвльвые исследования .

Интересный инеобычный пример , в котором наблюдается за

критическая бифуркация Хопфа, получен в исследованиях сокра

тительных свойств матки при дисменорее (рис. 5.4). Известно,

что менструация связана с сокращениями, напоминающими сокра

щения при родах, но имеются различия, касающиеся характера
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боли. У некоторых цациенток С болеаненным протенанием менструа

ции и сокращениями большой амплитуды измерялось С помощью

катетера внутримаТОЧное давление на пике дискомфорта. Затем

перорально вводилось антивоспалительное вещество нестероидной

природы (пироксинам), и внутриматочное давление проележива

лось в течение следующего часа. У одной из папиенток. как пока

аано на рис. 5.4, первоначальноотмечавшиесяпериодические (или,

возможно, хаотические) сокращения большой амплитуды угасали,

и это было сопряжено с уменьшением дискомфорта. Облегчение

боли было получено у 69 % обследованных женщин. Уменьшение

амплитуды, покаванное на рис. 5.4, - это как раз то, что ожи

дается при аакритической бифуркации Хопфа , когда регулирую

щий параметр проходит через свое критическое значение (на при

мер, как при уменьшении с на рис. 5.3). Однако предосторожность

была бы здесь не лишней, так как дисменорея представляет собой

Сложное и малопонятное явление, которое, возможно, вызывается

мнотими факторами. Кроме того, маточные сокращения большой

амплитуды неодноэначносвязаны с болью в матке. Таним образом,

несмотря на существование возможности того, что наблюдаемый

переход связан с бифуркацией Хопфа, ее роль в клинике остается

СПОрной.

Мягкое возбуждение возникает в системах, отличающихся от

Систем с отрицательной и комбинированной обратной связью.

Примером может служить последовательноедеингибирование. Так

как последовательное деингибирование было предложено в ка

честве основы ритмогенваа в дыхательной системе и двигательной

активности, интересно изучить экспериментальные данные по

инициации и првкращению респираторных и локомоторных рит

мов , чтобы выяснить наличие В них мягкого возбуждения при

изменении параметров.

Полное понимание механизма возникновения и пренращения

вентиляции в настоящее время еще не достигнуто. Однако проте

кание гипервентиляции по сценарию мягкого возбуждения кажет

ся наиболее вероятным. На рис. 5.5 покааана активностьдиафраг

мальнпго нерва после гипервентиляцииу анестезированнойпара

лввованвой кошки при применении искусственного дыхания.

Постепенное нарастание активности диафрагмального нерва, по

видимому, соответегвует мягкому возбуждению.Местное охлажде

ние вентральной поверхности спинного мозга или гипоксия

вызывают гораздо более резкие переходы от активного дыхания

к его отсутствию. На рис. 5.6 прослеживается активность диафраг

мального нерва у анестезированной паралиаованной кошки С била

теральной ваготомией и синоаортальной денервацией , у которой

были перевязаны общие сонные артерии. Там, где указано стрел

кой, создавалась непроходимостъ обеих позвоночных артерий, что

закрывало ток крови н дыхательньш. центрам в стволе мозга. Это
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немедленно сопровождалось увеличением кровяного давления

и небольmим увеличением амплитуды электрической активности

диафрагмального нерва, после чего резко возникало апноэ (пре

крашение дыхания). В момент времени, указанный второй стрелкой

~__------1fVVV
30МЛ! Г\N'Г

~
Рис. 5.5. Восстановление активности диафрагмального нерва после гипвр

вентиляции у анестезированной паралиаованной кошки. Верхняя запись

легочный объем, нижняя запись - сглажеаная нейрограмма диафрагмаль

ного нерва. Дрейф легочного объема при выключенном вентиляторе является

артефактом. Записи предоставлены М. Bachoo and С. Polosa . Из работы Glass
(1987).

250

Дртериальн.
давление

о t t

----1Миlt

Рис. 5.6 . Эффект онклюзии позвоночной артерии у анестезированной парали

аовавной КОшки с билатеральной ваготомией , у которой были перевязаны

общие сонные артерии. Окклюзия поддерживалась в течение периода вре

мени, указанного стрелками. Верхняя запись - системное артериальное

давление (SAP); нижняя запись - сглаженная вейрограмма диафрагмаяьного

нерва. Записи предоставлены М. Bachoo and С. Рогова. Из работы Glass (1987).

(спустя примерно одну минуту), в ПОЗвоночных артериях воеста

навливался нормальный кровоток путем устранения зажима,

создающего оннлюзию , и это приводило К быстрому возникнове

нию активности диафрагмального нерва. Наши коллеги С. Polosa
и М. ВасЬоо из университета McGill предположили, что резкое
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прекращение дыхания в акспериментальной обстановке может

СЛУЖИТЬ моделью клинически наблюдаемой остановки дыхания,

Которая является вторичной по отношению к остановке сердца.

В качестве еще одного примера рассмотрим исследования регу
ляции двигательной активности. Обыqно быстрое возникновение

(а) ® @

~ ~I\ t
(!) ®

~ 12ММ

188•• 1.

_
.~ .. ' ~'

~ fj=J.. ..
5МКА 6мкд

(Ос

Рис. 5.7. (а) Спинная сторона (верхний рисунок) препарата in vitro ствола
ГОЛовного мозга/спинного мозга опаки. "Фиктивные»плавательные движения

заПисывались от вентральных корешков с помощью электрода-присоски

(1-4). Внизу покааана в увеличенном виде область головного мозга (точка ,
отмеченная крестиками , на глубине около 100 мкм), В результате стимуляции
Которой были получены записи на рис. (Ь). (Ь) Непрерывная запись, пока

зывающая моторную активность вентрального корешка, вызванную стииу

ляци ей, Увеличение интенсивности тока приводит к усилению двигательной

плавательной активности. Из работы McClennan and Grillner (1984).

и преяращение двигательной активности для большинства подвиж

ных ЖИВОТНЫХ является необходимым условием выживания.

Неясно , как воспроизвести на экспериментальных препаратах
ВОлевые акты , свнаанные с локомоцивй. Однако В исследованиях

на опахах (рыбах сем. Lampridae) было обнаружено, что как

электрическая стимуляция, так и прямое воздействие фармаколо-



5.3. Жесткое возбужденне tОЗ

(5.2)

гических веществ могут быть эффективными в индуцировании

лономоции (или фиктивной докомоции). В качестве примера рас

смотрим индукцию фиктивной локомоции У опах электрической

стимуляцией (длительность импульсов 1 мс, частота 20 Гц) ствола

мозга (рис. 5.7). ТОК силой 3 мкА был недостаточен для того, чтобы

вызвать локомоцию , но при силе тока 4 мкА вызывалась ритмиче

ская активность в вентральных двигательных корешках. При этом

пороговом .значении тока разряды начиналвсь немедленно или

нвскольно секунд спустя , и первый разряд мог возникать на любой

стороне. Разрядная активность регулировалась величиной сти

мула.

Однако эта информация по регуляции дыхания и локомоции

недостаточна для характеристики бифуркаций, лежащих в основе

перехода от покоя к ритмической активности. Необходимо тща

тельно исследовать динамику как при увеличении, так и при

уменьшении регулирующих параметров. Одинаковы или различны

пороги возникновения и прекращенвя ритмической активности

при изменении интенсивности стимуляции в сторону увеличения

и в сторону уменьшения? При МЯГКОМ возбуждении нет гистере

зиса, и измеряемый порог будет иметь одну и ту же величину как

при увеличении, так и при уменьшении регулирующих парамет

ров. В другом случае, при наличии гистерезиса, возможен иной

механизм.

5.3. Жесткое возбуждение

По сценарию мягкого воабужцения при увеличении параметра

возникает устойчивый предельный цикл, который первоначально

имеет низкую амплитуду. По другому сценарию по мере увеличе

ния параметра внезапно возникают устойчивые колебания боль

шой амплитуды. Один из возможных способов их возникновения

называется донритцческой бифуркацией Хоnфа или жестким 6 0 3

бцждением, Приведем конкретныйматематическийпример, а затем

несколько физиологических примеров.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

drdt = r (с + 2г2- Г~),

аЧJ
т=2n.

Фазовый портрет этой системы схематически покааан на рис. 5. 8а.

Полагая dr ldt = О, легко понааатъ, что решением уравнения (5.2)
являются r = О и г2 = 1 ± (1 + C)1/2. Вещественные неотрица

тельные решения покаааны на рис . 5.8Ь. Используя качественный

анализ, описанный в общих чертах в гл. 2, находим, что ветвь

r = О устойчива при с < О и неустойчива при с > О . При с > -1,
r = 11 + (1 + с)1;2р/2 есть устойчивый предельный цикл. При
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-1 < с < О, r = [1 - (1 + C)l/2]lf2 есть неустойчивый предель

ный цикл.

Рассмотрим теперь, что произойдет при движении по пара

метру с, начиная с отрицательных значений. Первоначально

имеется единственное устойчивое стационарное состояние r = О

(колебаний нет). При с> -1 существует также устойчивый

(а)

с<.1 -1<с<О С;.О

( Ь)
2

-
с:
" ....,

о .._--_.._--
-2 -1 О 2.

Рис. 5.8. ЖеСТ1\ое возбуждение (докритическая бифуркация Хопфа). (а) При

увеличении с в уравнении (5.2) скачком возникают устойчивые автоколеба

ния ковечной амплитуды и частоты. Для промежуточных значений с суще

ствуют два типа устойчивого поведения - устойчивое стационарное состоя

ние и устойчивый предельный цикл (с фиксировано) . (Ь) Бифурнационная

диаграмма жесткого возбуждения. Сплошная кривая - устоiiчивые решения,

ПУН1\тирные кривые - неустойчивые решения.

предельный цикл, но система не покидает устойчивого стационар

ного состояния. Однако по мере того, как с продолжает увеличи

ваться до с > О, стационарное состояние r = О становится не

устойчивым и происходит резкий скачок к устойчивому предель

ному циклу. Таким образом, при прохождении параметра через

критическое значение возникают колебания большой амплитуды.

Если теперь уменьшать с, колебания большой амплитуды сохра

нятся до тех пор, пока с не станет меньше -1, и затем внезапно
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Рис. 5.9. Активация и прекращевие периодической активности иростран

ственно фиксированныхаксонов кальмара, омываемых искусственвойМОрСКОЙ

ВОДОЙ С низким содержанием кальция. (а) Непрерывное увеличение и умень

шение тока, прикладываемого к аксону :(верхняя запись), приводит к раз

ряду аксона (нижняя запись), но интенсивности тока, необходимые для вклю
чения и выключения разрядной активности, различны - обнаруживается

гистерезисный эффект. Налибровна: ток, 1 мкА/деление; мембранный потен

циал, 100 мВ/деление; время, 50 мс/пеление. (Ь) Аннигиляция повторных

разрядов в аксоне. Стимуляция аксона ступенькой тока явно сверхпоротовой

величины приводит к повторным разрядам (верхняя половина рисунка).

В нижней половине рисунка повторный разряд снова вызывается ступенькой

тока, но теперь он уничтожается коротким деполяриаующим возмущением.

Калибровка: ток, 2 ~IКА/деление; мембранный потенциал, 100 мВ/деление;

время, 2 мс/делевие. Из работы Guttman , Lewis and Rinzel (1980).

исчезнут (без постепенного уменьшения амплитуды до нуля).

Таким образом, при -1 < с < О могут существовать два различ

ных типа движений. Тот тип, который мы наблюдали , зависит

от предыстории стимуляции (гистерезисный эффект). Этот простой
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пример показывает, что для того, чтобы различить качественные

особенности возникновения и цренращевия колебаний, необходимо

проводить экспериментальные наблюдения при изменении регу

лирующих параметров как в сторону увеличения, так и в сторону

уменьшения. Сценарий жесткого возбуждения дает возможное

объяснение вороговому эффекту, покаванному на рис . 5.7.
Вероятно, наиболее полно изученной биояогической системой,

для которой было показано жестков возбуждение, является гигант-

Рис. 5.10 . Электромиографическое отведение от мышц тазового дна у здо

рового мужчины-добровольца во время эякуляции, вызванной по способу.
при писываемому Онану. Стрелка обозначает сигнал , поступивший от испы

туемого в момент возникновения чувства оргазма. Из работы Petersen and
Stener (1970).

ский аксон кальмара . Тщательные численные исследования урав

нения Ходжкина -Хансли показали, что можно выбрать такие

величины стимулирующего тона , при которых сосуществуют ло

кально устойчивые стационарные состояния и локально устойчи

вый предельный цикл , кан это покааано на рис. 5.8. Эисперимвн
гальная проверна теоретического прецскааания, выполненная на

гигантсном ансоне кальмара с пространственной фиксацией потен

циала в растворе с низким содвржанием кальция , подтверждает

это предсказание.

Проводались два различных типа экспериментов. В одном из

них непрерывно возрастающий и затем уменьmающийся тон

првкладывался к нерву. Наблюдался гистерезис разрядной актив

ности нерва (рис. 5.9а), предсказанный на основании анализа

динамики- этой системы, в которой обнаружилось жесткое возбуж

дение. Другое замечательное теоретическое предсказание состояло

в том , ЧТО короткий стимул критической величины, приложенный

в критическую фазу цикла, должен прекратить нолебания в том

случае, когда устойчивое стационарное состояние сосуществует

т
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с предельным циклом. Такой эффект стимула ваблюдался во втором

типе эксперимента (рис. 5.9Ь). Прекращение колебаний при таких

обстоятельствах является важным открытием, которое обсуждает

ся более подробно в разд. 5.4.
Мы заканчиваем этот раздел дополнительным примером, кото

рый на основании довольно неполных экспериментальных иссле

дований может быть свнзан с жестким возбуждением, но, очевидно,

в этом случае необходим гораздо более полный анализ. Запись

алектромиографичесной активности мышц тазового дна, активи

рованных во время оргчзма мужчины, вызванного мастурбацией,

покавывввт, что в начале оргазма низкоамплитудная активность

полосатого сфинктера мочеиспускательного канала и полосатого

анального сфинктера приводит к заметной разрядной активности

(рис. 5.10). Разряды имеют нерегулярную длительность, и резонно

возникает вопрос, можно ли считать, ч1'О предельный цикл наибо

лее соответствует наблюдаемой разрядной акгиввости, или же этим

наблюдениям больше отвечает какая-нибудь иная динамика.

Однако неожиданное возникновение этой активности при отсут

ствии явной периодичности перед оргазмом согласуется с жестким

возбуждением.

5.4. Уничтожение предельных циклов. Черная дыра

Характерной чертой сценария жесткого возбуждения является

существование таких значений параметра, при которых вовникает

бистабильность. При этом наблюдается либо устойчивый предель

ный цикл, либо устойчивое стационарноесостояние, в зависимости

от предысториистимуляции (рис. 5.8) . В этом случае стационарное

состояние локально устойчиво, и вблизи него существует конеч

ная окреСТНОС1'Ь, которая является притягввающей для этого

устойчивого стационарного состояния. Такие области были назва

ны Winfree черной дырой. Если придожить возмущение к предель

ному цинлу, можно таи выбить этот цикл из его области притяже

ния, ч1'О он попадет в черную дыру, и это приведет к првнраще

нию колебаний.

Устойчивые колебания электрической антивности мембраны

наблюдаются в ансперимвнгальных исследованиях гигантского

аксона кальмарапри низкой концентрациикальция в окружающей

среде (разд. 4.1). В 1979 г. Best провел подробное количественное

исследование фазового сдвига в уравнениях Ходжкина-Хаксли

(модифицированныхсоответствующимобразом для моделирования

этой экспериментальной системы) при различной силе стимула

и показал, что для узкого диапазона амплитуд и фаз стимула мож

но с помощью возмущения сдвинуть колебания в «черную дыру»

и таким образомпрекратитьих. Нак обсуждалосьвыше, последую

щая экспериментальная демонстрация этого явления (Guttшап
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et аl. (1980), рис. 5.9Ь) послужила замечательным подтвержде

нием теории. Было покааано , что кан деполяризующие, так и ги

перполяризующие импульсы могут вызывать исчезновение пейс

мекера, если они приложены в критические фазы цикла. Подобное

же наблюдение получено для пейсмвкерных клеток синусно

предсердного узла (см. рис. 1.9). Очевидно, что если осциллятор

выведен возмущением в «черную дыру», ТО можно возобновить

колебания с помощью достаточно сильного стимула. Любопытно,

что экспериментальноедоказательство возможности такого пере

хода отсутствует.

Во многих случаях возможно привлечение эффекта аннигиля

ции пейсменеров для объяснения физиологических процвссов

в норме и патологии. Однако в настоящее время такое истолкова

ние имеет лишь предположительный и сильно спекулятивный

характер. Ниже мы приводим несколько таких случаев.

1. При синусовой блокаде сердца синусовый пейсменвр пере

стает функционировать. Это может происходить вследствие сдвига

фазы синусового пейсмеквра, например, возбуждением вагуса.

у здоровых людей синусевый пейсмекер , по-видимому, не под

вержен ганому подавлению, но в патологических условиях зто,

возможно, имеет место.

2. Castellanos и сотр. получили аленгрофиаиологическиезаписи

у больных с энтопическими желудочковыми биениями, которые

позволяют предположить, что синусовые биения в критической

фазе антопичесного цикла могут подавлять эктопвческий пейоме

кер. Однако остается нвясным, почему последующие синусовые

биения не действуют как стимулы, способные вновь возбудить

эктопический пейсмвкер.

3. vVit и Сгапейвн] наблюдаливключение автоматизма(инициа

цию серии потенциалов действия деполяризующим стимулом)

в сердечной мышце. Это явление может быть связано с выведением

сердечной мышцы из черной дыры на устойчивую пвриопичесную

орбиту.

4. Одним из гипотетических мех аниамов синдрома внезапной

смерти у детей в отсутствие явной о рганичесной патологии являет

ся иренращение дыхания, обусловленное возмущением, которое

приводит н подавлению дыхательного ритма.

5. При аменорее менструальный цикл отсутствует, но иногда

гормональными и хирургвчесними воздействиями можно восста

новить ритм и вызвать овуляцию. Обратная ситуация также воз

можна. При отсутствии знаний , насающихся топологической струн

туры фазового пространства менструального ритма, можно допу

стить существованте черной дыры. Если это гак, то можно пред

положить, что регулирование рождаемости может осуществляться

с помощью возмущения, вводящего менструальный цикл в черную

дыру.
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Хотя вышеснаванное имеет явно спекулятивный характер,

известно , что физиологические ритмы, существенные для жизни ,

могут устойчиво поддерживаться даже под сильным напором мно

гочисленных флуктуаций и возмущений в окружающей среде.

Если бы синусовый пейсмеквр имел большую, легко доступную

«черную дыру» В своем фазовом пространстве, мы не могли бы про

жить очень долго. Следовательно, можно было бы ожидать, что

для выживания в ходе эволюции оказалось необходимым, чтобы

жизненно важные генераторы были устойчивыми и имели большую

область притяжения . Однако важно также иметь в виду, что если

биологичеение генераторы действительно можно связать с авто

колебаниями, то существует возможность исчезновения колебаний.

если параметры припимают значения, при которых существуют

черные дыры.

5.5. Заключение

в этой главе мы описываем четыре различных метода включе

ния и выключения колебаний.

1. Колебания существуют всегда , но на подпороговом уровне.

При некоторых обстоятельствах колебания могут стать надпоро

говыми , что приводит к периодически наблюдаемым событиям

или к событиям, появление которых имеет прврывистый х аранте р ,
но при которых временной интервал между последовательными

событиями кратен периоду лежащих в их основе колебаний.

2. Мягкое воэбиждение. По мере увеличения параметра состоя

ние покоя становится нвустойчивым и развиваются колебания ,

имеющие пврвоначально нивкую амплитуду. Уменьшение пара

метра приводит к исчезновению колебаний, которое происходит

обратным путем, без гистерезиса.

3. Жесткое воэбиждение. При увеличении параметра пврвона

чальнов состояние покоя становится неустойчивым, и наблюдаются

колебания большой амплитуды. Уменьшение параметра приводит

к резиому исчезновению колебаний, но существует область изме

нения параметра , в ИОТОРОЙ имеют место либо колебания, либо

состояние покоя, в зависимости от предыстории стимуляции .

4. В сценарии жестиого возбуждения в области параметров

с двумя типами устойчивого поведения, один из которых нолвба

тельный , а другой неколебательный , переходы между ними вызы

ваются действием одиночного стимула. Однако подавление коле

баний одиночным импульсом может происходить только в том

случае, если импульс имеет соответствующую величину и при

кладывается в узком диапазоне фаз колебаний , в котором его

воздействие приводит к исчезновению колебаний , а не к сдвигу

фазы.
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Првиечанвя и литература, глава 5

5.1. Вовлечение в текцщие колебания

Подпороговые колебания в препаратах нервной ткани наблю

дались многими авторами, включая Arvanitaki (1939), Brink,
Bronk and Larrabee (1946), Нихlеу (1959), Guttman and Barnhill
(1970), Guttman, Lewis and Rinzel (1980) и Holden, Winlow and
Haydon (1982). Rapp и Berri.dge (1977) предположили , что неко

торые пвйсменервыв колебания (в нервной и других тканях)

могут быть обусловлены потенциалами действия, накладываю

швмися на эти подпороговые колебания. Однако Huxley (1959)
придерживался той точки зрения, что это два совершенно различ

ных режима колебаний. Связанные с колебаниями явления в прв

паратах сердца были описаны в работах 1alife and Antzelevich
(1980), Guevara, Shrier and Glass (1986) и Guevara (1987). Синдром
вераарыва лютеинизированного фолликула описан в работе Marik
and Hulka (1978) и Daly et al. (1985). В совершенно другом кон

тексте Kauffman and Wille (1975) предположили, что лежащий

в основе митоза ритм у Physarum может продолжаться даже в от

сутствие митова, но эта точка зрения оспаривается в работах

Tyson and Sachsenmaier (1978) и Loidle and Sachsenmaier (1982).

5.2. ftfяг1S:0е в086y~дeн,ue

Обсуждение мягкого и жесткого возбуждения можно найти

в монографиях Marsden and McCracken (1976), Plant. (1982).
Арнольд (1983), Guckenheimer and Holmes и (1983) и G lass (1987) .
Завритические бифуркации Хопфа возникают в системах с отри

цательной обратной свяаью {Langford (1977)) и обратной связью

комбинированного типа (Kazarinoff and Van den Dreissche (1979)).
Glass and Pasternack (1978Ь) исследовали теоретическую модель

последовательного деингибирования, а Petrillo and Glass (1984)
предложили эту модель в качестве модели дыхательного ритмо

генеза. Переходы в дыхательной активности получили: Cherniack
et аl. (1979) при исследовании эффекта местного охлаждения вен

тральной поверхности спинного мозга; Rohlicek and Polosa (1983)
и Millhorn е! аl. (1984) при изучении влияния гипоксии; Yamashiro
е! аl. (1985) при изучении действия гипервентиляпии. Szekeley
(1965) и Kling and Szek('ley (1968) предположили важную роль

последовательного двингибирования в регуляции локомоции.

GгШпег (1981) сделал хороший обзор работ по регуляции локо

моции. Переходы из одного состояния в другое двигательной актив

ности у опах вывывалиеь либо электрической стимуляцией, либо

прямым воздействием фармакологически активных веществ

(А. Н. Cohen and W nllen (1980); Grillner and Wallner (1984);
McClennan and Grillner (1984)).
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5.3 . Жесткое вовбиждение

Многочисленные предсказания сосуществования локально

устойчивого стационарного состояния и локально устойчивого

предельного цикла в уравнениях Ходжкина-Хаксли, сделанные

Cooley, Dodge and Н. СоЬеп (1965), Best (1979) и Rinzel and Miller
(1980), были подтверждены экспериментально (Guttman, Lewis
and Rinzel (198О». Можно наблюдатьмногие другие увлекательные

явления, связанные с резким возникновением ритмической актив

ности, но их механизмы не были еще выяснены теоретвческя.

Например, прошедшие менопаузу женщивы иногда испытывают

периодическиеприливы жара, которые могут иметь резкое начало

и конец (KronenЬerg et а]. (1984». Два другие вида ритма, свя

занные с жестким возбуждением, - это мастинация (Dellow and
J. Р. Lund (1971); J. Р. Lund and Dellow (1973» и мастурбация

(Petersen and Stener (1970».

5.4. Уничтожение предельных циклов: черная дыра

Важные выводы о возможности прекращения колебаний по

средством возмущения следуют из работы Winfree (1973Ь, 1977).
После того, как Winfree высказал предположение о том, что пре

кращенив колебаний может происходить в результате действия

одиночного стимула, приложепного в соответствующий момент

времени, такое поведение наблюдали J alife and Antzelevich (1979 ,
1980) и Guttman, Lewis and Rinzel (1980) в экспериментальных

системах. 3а этой работой последовало Клиническое исследование ,

в котором на основании электрокардиографических данных было

высказано предположение о возможности подавления антопи

ческого пейсменера синусовым биением (Castellanos et al. (1984».
Родственным явлением можно считать включение автоматизма,

при котором одиночное биение инициирует периодичность (Wit
and Cranfield (1976». Glass and Winfree (1984), Paydarfar , Eldridge
and КНеу (1986) и Paydarfar and Eldridge (1987) высказали гипо

тезу о связи между синдромом внезапной смерти у детей и воз

мущением, связанным с существованием «черной дыры), которое

приводит к прекращению Дыхательного ритма. Фармакологическое

и хирургическое восстановление менструального ритма и индук

ция овуляции у неовулирующих женщин обсуждаются у Tulandi
(1985) . Предположение о возможности регулирования рождаемости

по механизму «черной дыры» было впервые высказано Winfree
(197ЗЬ).



Глава 6

Возмуrцение биологических осцилляторов

одиночным стимулом

в этой главе мы обсуждаем анспвриментальные и теоретические

результаты, насающиеея действия одиночных стимулов на биоло

гические осцилляторы. В раад. 6.1 мы суммируем результаты таких

исследований и, в частности, в качестве иллюстрации основных

проблеи приводим эксперименты по возмущению дыхательных

и сердечных ритмов. В разд. 6.2 мы рассматриваемэксперименты

по сдвигу фаз, используя релаксационные модели, а н разд. 6.3
описываем фазовые сдвиги, индуцируемые одиночным стимулом

в моделях с предельным циклом. Некоторые возможные п римв

нения метода фазовых сдвигов в различных областях обсуждаются

в разд. 0.4. Теория фазовых сдвигов в автоколебательных системах

использует топологический подход . Практические проблемы , свя

занные с првменением такого подхода. обсуждаются в разд. 6.5.

6. t . Обзор экспериментальных результатов

В этом разделе мы кратко обсуждаем сдвиги фаз дыхательных

и сердечных ритмов и затем перечисляем основные свойства, обна

руженные в других системах.

В качестве примера данных , получаемых в экспериментах

с возмущением системы, рассмотрим возмущение дыхательного

цикла принудительпым расширением легких. Дыхательный ЦИКЛ

подразделяется на фазу вдоха, когда активность дивфрагмального

нерва велика и легкие расширяются, и фазу выдоха, когда актив

ность мала или совсем отсутствует, а объем легких уменьшается.

Длител ьност ь фазы вдоха (Т1) И плитеяьность фазы выдоха (ТЕ)

изменяются при расширении легких . В прошлом веке Геринг

и Брейер показали, что расширение легких, вызванное во время

вдоха, приводит к укорочению фазы вдоха в респираторном цикле ,

в то время как расширение легких, вызванное во время выдоха,

продлевает фазу выдоха. Рефлексы Геринга -Брейера существуют

в норме и осуществляются с помощью афферентных волокон блуж

дающего нерва. Если перерезать блуждающий нерв, то частота

дыхания уменьшится, а дыхательный объем увеличится. В совре

менных исследованиях активность центрального генератора дыха-
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тельного ритма часто прослеживается путем регистрации усили

вающей вдох активности диафрагмального нерва, который иннер

вирует диафрагму.

Систематические исследования рефлексов Геринга -Брейера

проводились при изучении действия расширения легних в различ

ных фазах цикла у анестезированных, спонтанно дышащих ношен.

При этом производилась запись активности диафрагмального

нерва. Если достаточно сильное расширение легкого вызывается

по время вдоха, то вдох прерывавтся. Если построить графин зави

симости пороговой величины объема (VT • eq), необходимой для

прерывания вдоха, от 1/Тт , то оп будет иметь вид, покаванный

на рис. 6.1а, 11 можно заметить , Что подпороговые импульсы ока

зывают слабое влияние на продолжительность вдоха. Дополни

тельные эксперименты по измерению длительности возмущенной

фазы выдоха по отношению н нонгролю в зависимости от момента

времени, в который проводилась стимуляция (рис. 6.1Ь), показы

вает, что длительность выдоха и, следовательно, длительность воз

мущенного цикла увеличиваются при расширении легних , вы

званном во время выдоха. Хотя исследования, иллюстрируемые

рис. 6.1Ь, не имеют прямого отношения н длитвльным фазовым

сдвигам, вызываемым возмущением, известно, что при стимуляции

эфферентных ВОдОНОН легких фаза сдвигается. Это означает, что

после нескольких циклов характер разрядов диафрагмального

нерва будет не таким, как в отсутствие стимуляции.

В качестве второго примера рассмотрим действие возмущения

на изолированные волокна Пуркиньв, являющиеся частью прово

дящей системы сердца, у собак. После выделения из сердца волок

но Пуркинье протягивалось через три камеры. В намере 1 выаы

валась спонтанная колебательная активность волокна путем пер

фузии раствора Тироде с низним содержанием калия, в который

цобавля.1IСЯ эпинефрин. Намера 2 содержала раствор декстрозы

и хлорида кальция, который блонировал активное распростране

ние волны, но не влиял на распространение элвнтротоничесной

активности. Намвра 3 содержала раствор Тироде с высокой кон

центрацией калия, который увеличивал период спонтанных коле

баний, но все же допускал распространение волны. Этот пропарат

с «сахарозным мостиком» рассматривался в качестве модели in vitro
эктопвческого, т. е. аномального пейоменерного участка (каме

ра 1), способного отвечать на электрические стимулы (камера 3)
через алентротоничесние взаимодействия, рвспространяющиеся

через область с пониженпой проводимостью (камера 2).
Электрические стимулы подавались в камеру 3 с различными

интервалами на протяжении пейсмвкерного цикла намеры 1. Если
алектрический стимул подавался от О до 230 мс после потенциала

действия, длительность цикла наменялась мало, Если же стимул

подавался спустя 800 мс после потенциала действия, длительность
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Рис, 6.1. Возмущение дыхания расширением легких у анестезированной,

спонтанно дышащей кошки. (а) Короткие импульсы расширения, наклады

вающиеся на споитаявое дыхание во время вдоха. Ут eq - легочный объем
в конце вдоха, измеренный по нейрограмме диаФрагмального нерва, и Т1 
продолжительность фазы вдоха. Импульс расширения либо приводил к рез

кому прекращению дыхания (кривая 2 на врезке), либо, если он не достигал

порогового объема, не оказывал заметного влияния (кривая 3). Из работы

Clark and Euler (1972). (Ь) Короткие импульсы расширения, прваожеввые

в фазу выдоха у трех кошек. График показывает отношение продолжитель

ности фазы выдоха ТЕ к продолжительности выдоха в контроле ТЕС как

функцию отношения времени, прошедшего с момента начала выдоха, Тр,

к ТЕС. ИМJIульс имел величину дыхательного объема в контроле, и его дли
тельность указана приблиаительво жирной чертой. Из работы Кпох (1973).
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цикла увеличивалась на 23 % по сравнению с контролем, а при

интервале, равном 1000 мс, длительность цикла была на 18% мень

ше, чем в контроле. Эти данные представлены на рис. 6.2, на ко

тором покаавиа зависимостьдлительности цикла от фазы стимула
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Рис. 6.2. Длительность цикла спонтанных осцилляций волокна Пуркивье пос

ле стимуляции короткими ИМПУЛЬС81.{И электрического тока, как описано в тек

сте . График показывает зависимость длительности цикла, выраженной в про

центах от длительности цикла в контроле, как функцию фазы цикла, в кото

рой прикяадывается стимул (фаза изменяется от нуля в начале потенциала

действия до 100). Пувктирной линией отмечено отсутствие изменений в пе

риоде пейсмекера, а точки по диагонали покааывают «захвате с постояввыи

яатентвым периодом между СТИМУЛОМ и ответом. Длительность цикла в кон-

троле была 1575 мс. Из работы ]аШе and Мое (1976).

при двух различных силах стимуляции. Отметим зависимость

длительности цикла от фазы приложения стимула .

На основании изучения многих систем можно сделать следую

щие обобщения, насвющиеся действия одиночных возмущений

на текущие биологические ритмы .

1. После возмущающего воздействия ритм обычно восстанавли

вается (после первходного процесса) с той же частотой и амплиту

дой, что и до возмущения. Исключением является прекращение

колебаний, обсуждавшееся в разд. 5.4. .
2. Хотя ритм восстанавливается после приложенвого возмуще

ния, его фаза сдвигается, так что события-маркеры происходят
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в моменты времени, отличные от тех, в которые они наблюдались

бы в отсутствие возмущения.

З. Одиночный стимул может приводить либо к удлинению,либо

к укорочению продолжительности возмущенного цикла, в зависи

мости от фазы стимула.

4. На графике зависимости длительности цикла от_фазы сти

мула часто наблюдаются явные разрывы при некоторых амплиту

дах стимула, как покавано на рис. 6.1Ь и 6.2.
В следующих двух разделах мы обсудим эти четыре экспери

ментальных наблюдения в рамках модели релаксационного гене

ратора и модели автогенератора и понажем, как применвние этих

двух классов моделей может быть разграничено в эксперименте.

6.2. Фазовый сдвиг в релаксационных моделях

Модели релаксационного генератора (гл. 1) популярны в био

логии , потому что они концептуально просты, легко поддаются

математическому анализу и их предсказания часто хорошо согла

суются с экспервментом. Для того чтобы проиллюсгряровать пред

сказания фазовых сдвигов в релаксационных моделях, рассмотрим

дыхательный ритм.

Различные исследователи предложили для описания дыхания

релаксационные модели, отличаюшиеся некоторыми количествен

ными деталями. Суть их отражена в сильно упрощенной модели,

покааавной на рис. 6.За. Предполагается, что в норме временная

организация дыхания регулируется активностью, кояеблющейся

между порогом включения и порогом выключения вдоха. Вдох

заканчивается, когда достигается порог выключения во время

фазы вдоха. Сигнал к началу вдоха генерируется, когда актив

ность соответствует порогу включения, но вдох начинается лишь

после некогорой короткой задержки.

Эффект возмущения, в качестве которого мы рассматриваем

расширение легких , в этой модели генератора зависит от фазы

цикла, в которой оно производится. Во время вдоха расширение

легких вызывает временное увеличение активности на величину S,
пропорциональную степени расширения (рис . 6.3Ь) . Если расши

рение достаточно велико, достигается порог выключения вдоха ,

и вдох заканчивается. Если .р асшврение недостаточно велико,

то продолжительность вдоха не меняется. График зависимости

приращения силы стимула, S, трвбующегося для того, чтобы

вызвать прекращениевдоха, от величины1fT [, показанна рис.6.4а,

который следует сравнить с рис. 6.1а. Чтобы получить эффект

расширения легких во время выдоха, примем, что активность

увеличивается на величину, пропорциональнуюобъему расшире

ния, а затем спадает линейнымобразом, как прежде, пока не закон

чится вдох (рис. 6.Зе) . Однако если возмущение производится во
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Рис. 6.3. Релаксационная модель дыхательного ритмогенеза. (а) Ивепира

торная активностъ возрастает до порога выключения вдоха, и после короткой

задержки цикл повторяется. TIC и ТЕС - продолжительности фаз вдоха

и выдоха в контроле соответственно. (Ь) Эффект стимула S, приаожеввого
во время вдоха. (с) Эффект такого же стимула, приаожевногово время выдоха.
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Рис. 6.4 . Действие стимула в модели , представленной на рис. 6.3. Рисунки (а)

и (Ь) в точности аналогичны (а) и (Ь) на рис. 6.1, и символы имеют то же самое
значение. (с) Возмущенная длительность цикла как функция фазы стимулв,

где фаза О привимается за начало вдоха.
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время фазы задержки, временные покавателв не меняются. Следо

вательно, относительное время выдоха как функция фазы стимула

во время выдоха должно изменяться как покааано на рис. 6.4Ь

(сравните с рис. 6.1Ь).

График зависимости относительного времени цикла от фазы

првложевия стимула для этой релаксационной модели показан

на рис. 6.4с. Видны три разрыва, величина которых увеличивается

при увеличении силы стимула. Более того, положение первого

разрыва сдвигается влево, в то время как положения двух других

остаются неизменными при возрастании силы стимула. Несмотря

на то, что экспериментальные данные, позволяющие провести

прямое сравнение с предсказанным поведением на рис. 6.4с,

могли бы легко быть получены, о таких данных, насколько нам

известно, не сообщалось.

Рассмотренная релаксационная модель слишком проста, чтобы

ее можно было серьезно принять в качестве модели дыхательного

ритиогенева. Однако аналогичные модели могут быть выведены

из этого прототипа при включении в него нелинейных активно

ствй - например, экспоненциального угасания активности во вре

мя выдоха - и при допущении о том, что возмущения объема

влияют на пороги, а не на активности . В таких более подробных

моделях наблюдаются множественные разрывы на графике дли

тельности цикла как функции фазы стимула.

В естественных науках математические модели динамических

процессов обычно формулируются в виде дифференциальных урав

нений, а не релаксационных моделей (см. гл. 2). Несмотря на то,

что при некоторых обстоятельствах можно аппроксимвровать диф

ференциальное уравнение релаксационной моделью, тщательный

анализ данных по сдвигу фаз в обоих типах моделей обнаруживает

важные различия. В следующем разделе мы рассмотрим сдвиг

фаз для нелинейных дифференциальных уравнений.

6.3. СДВИГ фазы автогенераторов

Многие математические модели, предложенныедля объяснения

механизма биологических колебаний, имеют устойчивые предель

ные циклы, например модели с нелинейной обратной связью, с по

следовательнымдевнгибированиеми модели пейсмекерных клеток,

описанные в гл. 4. Интересно, что, как показал Winfree на обшир

ном материале, ответы генераторов автоколебаний на прерывистые

стимулы имеют несколько общих характеристик, независимых

от конкретных математическихуравнений, описывающих систему.

В этом разделе мы суммируем главные результатыизучения фазо

вых сдвигов автогенераторов.

Сначала мы представим общую экспериментальнуюпарадигму

и дадим определения, используемые при изучении действия воз-
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мущений. Общая ситуация изображена на рис. 6.5. Темные поло

ски представляют события-маркеры в спонтанных колебаниях,

имеющих собственный, или контрольный, период То' Такими мар

кирующими событиями могут быть, например, возникновение

потенциала действия в нервном или сердечном препарате, начало

вдоха или начало митоза в клетках, paCTY~X в тканевой куль

туре. Фаза маркирующего события првнимвется равной нулю.

Фаза в любой последующий момент времени t, О < t < ТО, опре

деляется как <р = tlTo. Согласно данному определению, фаза

То То т То ТО

J' т '1: & '& "1' -1' "L
Стмму"

Рис. 6.5. Схема экспериментов по фазовым сцвигаи. Возмущенная длитель

ность цикла 1 определяется в зависимости от фазы стимула 6/10' где То есть
длительность цикла в контроле.

изменяется от О до 1. При других обозначениях фаза выражается

в градусах (фаза умножается на 360
О

) или в радианах (фаза умно

Ii..автся на 2л). Если стимул подается в момент времени 6 после

маркирующего события, фаза приложенив стимула равна 61ТО •
В этих экспериментах исследуется влияние стимула на цикл,

во время которого он был приложев, и на последующие циклы.

Обычно продолжительность цикла, во времы которого принлады

вается стимул, изменяется. Ее наввывают длитеяьностью вогмц

щенного цикла (обозначена символом Т на рис. 6.5). Кроме того,

может ввменяться и продолжительность последующих циклов,

но для простоты мы будем считать ее постоянной. Это допуще

ние является обоснованным для многих систем, так как в них

часто наблюдается быстрый возврат к контрольной величине дли

тельности цикла после возмущения. Базовый эксперимент с ис

пользованием возмущающего стимула затем повторяется для раз

личных значений фазы и величины стимула.

В результате возмущения цикла, во время которого был при

ложен стимул, и быстрого возвращения к нормальной длитель

ности цикла, последующие события-маркеры происходят в мо

менты времени, отличные от тех, в которые они ваблюдались бы

в отсутствие возмущения. Разница между временем возникнове

ния маркирующих событий часто описывается как нормализован

ная, или относительная разность фав ~<p = (Т - To)ITo. В неко

торых экспериментальных препаратах события, немедленно сле

дующие за возмущением, могут не наблюдаться из-за экспери

ментального артефакта, поэтому разность Фаз можно измерить

только по истечении нескольких периодов автономного цикла.
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Ясно, что в этой ситуации разность фаз определяется неодно

эначно, так как асимптотические разности фаз, равные - 0,1,
0,9, 1,9, было бы невозможно различить. Это является отраже

нием того факта, что асимптотическое значение фазового сдвига

можно измерить только по модулю 1. Эта неоцвоаначность в изме

рении фазового сдвига может вызывать недоразумения, и лучше И3

бегать употребления термина «фазовый сдвиг» (хотя он часто исполь

зуется), исключая случаи, в которых существует полная ясность

в отношении его определения. Примам теперь, что цикл создается

автоколебанием. Пусть х (t = О) и а' (t = О) - начальные поло

жения точки на цикле и точки вне цикла соответственно, а x(t)
и х' (t) - координаты соответствующих траекторий в момент вре

мени t. Если Нпь., 00 d [.т (t), х' (t)] = О, где d - евклидов о рас

стояние, то латентная фаза точки х' (t = О) та же самая, что

и фаза точки х (t = О).

Геометрическое место точек с одной и той же латентной фазой

называется ивохроной. Ивохрона - это гладкая кривая (для дву

мерных предельных циклов), пересекающая траектории в области

притяжения предельного цикла. Представляющая точка на любой

траектории в области притяжения предельного цикла проходит

через все ивохроны с одинаковой скоростью. Таким образом, изо

хроны сгущаются, когда производные по времени малы. В частно

сти , ивохроны могут быть расположены сколь угодно близко

друг к другу в любой непоцвижной точке и, следовательно, также

вдоль любой сингулярной траектории, ведущей к фиксированной

точке. Геометрическое место стационарных состояний и притяги

вающих многообравий атих стационарных состояний называется

бесфазовым множеством. 3а исключением бесфазового множества,

одна и только одна изохрона проходит через каждую точку в обла

сти притяжения предельного цикла. Эти понятия иляюстрвруются

рисунком 6.6а, на котором поназаны изохроны для осциллятора

Пуанкаре, описываемого уравнением (2.4) и представленного

на рис. 2.3. В других, более сложных дифференциальных уравне

ниях ивохроны обычно не являются прямыми линиями. Приводи

мые ниже рассуждения применимы также к этим более сложным

случаям.

Действие стимула заключается в сдвиге точки предельного цик

ла, лежащей на некогорой ивохроне q>, в другую точку фазового

пространства, лежащую на векоторой другой изохроне <р' , обычно
вне предельного цикла. Допустим, что стимул представляет собой

горизонтальное перемещение на величину Ь (рис. 6.6Ь). Тогда

из тригонометрических соображений <р и <р' связаны соотноше

нием

(6.1)
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Рис. 6.6. (а) Ивохроны для простого осцилляторас предельным циклом, полу

ченного решением уравнения (2.4) и продставаевного на рис. 2.3. (Ь) Эффект
возмущения. Стимул, приложенвый в фазе <р, сдвигает фазу в <р', причем

<р и <р' связаны уравнение)! (6.1).

Функция, которая может быть использованадля вычисления новой

фазы после возмущения, называется кривой фазового перехода

(l\ФП). l\ФП связана с длительностью возмущенного цикла фор

мулой

.' = 1+<р-Т /ТО ,
где собственную продолжительность цикла ТО МЫ положим рав

ной 1.
Может оказаться полезной геометрическая интерпретация экс

периментов по фазовому сдвигу (рис. 6.7). Если стимулы прикла

дываются во все фазы цикла, то геометрическое место новых со

стояний С', достигаемое сразу после приложения стимула, будет

сдвинутым образом предельного цикла. Мы назовем эту замкнутую

кривую, С' , сдвинутым циклом. Вдоль С' происходит непрерывное

изменение фазы, за исключением того момента, когда С' пересекает

бесфазовое множество. Если кривая С' непрерывна, можно сделать
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Рис. 6.7. Схематическое изображение эффектов возмущения осциллятора

с предельным циклом, изображенным на рис. 6.6Ь . (а) Возмущение приводит

к сдвигу цикла в положение С'. Если сдвинутый цикл захватывает начало
координат, происходит сдвиг фазы типа 1 (at). В противномслучае происходит

сдвиг фазы типа О (а2). (Ь) Возмущеввая длительность цикла при фазовом

сдвиге типа 1 (Ы) и типа О (Ь2). (с) Графики зависимости новой фазы от пре
дыдущей фазы для фазовых сдвигов типа 1 (с1) и типа О (с2). Из работы Glass

and Winfree (t984).
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один оборот вдоль С' , подсчитывая при этом общее число прохож

дений <{/ по циклу исходного осциллятора. Это число называется

числом оборотов, или тополоеической степепью С'. После доста

точно слабого возмущения (в этом случае 0< ь < 1) сдвинутый

цикл С' почти не отличается от предельного цикла С, ~' оТ ~,

и степень С' равна 1 (рис. Н.7). Мы назовем такой сдвиг фазовым

сдвигом типа 1. Принято говорить, что возмущение, которое сво

дит число оборотов к О, вызывает сдвиг типа О. Из рассмотрения

рис. 6.7 становится ясно , что, если возмущение достаточно веяяко

(Ь > 1), можно ожидать сдвига фаз типа О.

РаССМОТРИ~1 теперь простой предельный цикл на рис. 6.6 в ка-
честве концептуальной модели сердцебиений. Допустим, что вся

кий раз, когда фаза проходит через О, это соответствует нарастанию

потенциала действия в сердце (событие-маркер). Возмущением слу

жит деполяриаующий стимул. Результаты возмущения продолжи

тельности цикла следует сравнить с экспериментальными данными

на рис. 6.2. Существует поразительное качественное соответствие

между возмущенной длительностью цикла в простой модели

(рис . 0.7) и данными наблюдений , полученными в опытах по сдвигу

фаз . Эта простая модель согласуется также с четырьмя главными

экспериментальными наблюдениями, описанными в разд. 6.1.
Поскольку в экспериментах определяется зависимость новой фазы

цикла от фазы и амплитуды стимула, их результаты могут быть

представлены в трехмерном изображении. Winfree дал этому трех

мерному спиралевидному изображению название временной при

сталл,

С теоретическойточки зрения, анализ данных по сдвигу фаз,

основанный на топологиипредельных циклов, прост и изящен. Он
дает качественноеобъяснение главным результатамэкспериментов

без яногочвслевных проиввольных допущений релаксационной
модели. Мы надеемся, что ввиду компактного характера и про

сготы Топологической теории возмущения предельного цикла

будут получены достаточно точные данные для других систем,

так что длительность возмущенного цикла и КФП могут быть

определены как функция фазы и амплитуды стимула.

Хотя топологическая теория сдвига фазы предельного цикла

дает качеСтвенное объяснение некоторых особенностей экспери

ментов по фазовым сдвигам в ряде систем, иногда возникают труд

ности при выполнении детального анализа. Мы рассмотрим неко

торые из них в разд. 6.5. Сначала, однако, изучим фазовые сдвиги

в различных системах.

6.4. Фазовый сдвиг в равлвчвых системах

Эксперименты по сдвигу фаз были выполнены для большого

числа различных систем. Многим исследователям была неизвестна

математическая теория сдвига фаз, описанная выше , и общие прин-
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ЦИПЫ, лежащие в основе сдвига фаз, не были явно приананы, не

смотря на их существование. Мы приводим несколько примеров

экспериментов по сдвигу фаз в разных системах.

При исследованиях генерации двигательной активности часто

отмечалось. что действия стимулов, приложэнных в разные фазы

цикла, различны. Мы уже обсуждали эффект расширения легких

и отмечали, что его влияние на дыхательный цикл оказывается

различным, в зависимости от того, происходит ли расширение во

время вдоха или во время выдоха. Подобным образом, алвнтриче

ская стимуляция нёба анестезированных кроликов во время жева

ния показывает, что эффект стимуляции зависит как от амплитуды,

так и от фазы стимула (рис. 6.8). Различные влияния влекгриче

ской стимуляции на рефлексы во время. двигательной активности

также были подробно описаны, как упоминалось ранее. Несмотря

на то, что детали реагирования и лежащие в его основе механизмы

нуждаются в выяснении, мы должны подчеркнуть, что стимул,

воздействующий на любую модель с предельным циклом, обычно

вызывает различные эффекты, в зависимости от фазы цикла, в ко

торой он был приложен.

В другом интересном исследовании поведения, связанного

с фазовым сдвигом, пациенты, имеющие наследственный или пар

кинсонический тремор, подвергались электрической стимуляции

(рис. 6.9а). Фазовый сдвиг определялся как функция фазы цикла,

в которой был приложен стимул. Несмотря на большой уровень

шума в этих экспериментах, отчетливо наблюдалось сильное влия

ние стимуляции на текущий ритм, зависящее от фазы. Величина

фазового сдвига описывается линейной функцией (рис. 6.9Ь).

l\рутизна этой функции характеризует степень, до которой фаза

ритма может быть сдвинута перифвричеснимв стимулами, и может,

таким образом, помочь отличить наследственный гремор от пар

кинсонического. Несмотря на то, что такой подход увлекателен

и позволяет разными способами оценить участие периферическвх

систем в механизме тремора, линейная подгонка данных не отра

жает того, что ожидается в случае возмущения автогенераторов.

В качестве второго клинического примера фазового' сдвига рас

смотрим механизм генерации сердечных ритмов с частой актоввей.

В нормальном сердце ритм возникает в небольmом участке специа

лизированнойткани, называемомсвнусво-предсердаым(СП) узлом,

локализованнымВ правом предсердии. Считают, что многие сердеч

ные аритмии обусловлены развитием аномальных очагов пейсие

керной активности, называемых вктопичесними пейсмекерами;

которые генерируют спонтанные ритмы, конкурирующие с нор

мальным сердечным ритмом СП-узла и накладывающвеся на него.

Это приводит к сложным ритмам, которые Jalife и Мое назвали

модшированной парасистолией, возникающей в результате фазо

вого сдвига вевависвмого экгопического очага нормальным сину-
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Рис. 6.8. Эффокты электрической стимуляции переднего жесткого неба У анестезированных кроликов во время же

нательного ритма. Звездочки (*) указывают на значительные отклонения от контроля (Р < 0,05) . Из работы Lund , Нов
signol and Murakami (1981).
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Рис. 6.10. (а) Нрввые фазовых сдвигов, полученные по элентрокардиографв

ческии данным. у пациента с частыми антопическвми биениями. Эктопическвв

биения ебовначевы символом Х, а неэктопические биения символом R.
Скрытый эктопическвй разряд обозначен символом Х·. Все величины выра

жены в ..с. (Ь) Кривые фазовых сдвигов, связывающие интервалы X-R-X
с интервалами X-R; те и другие интервалы выражены в процентах от дли

тельности вктопичвского цикла (горизонтальная линия обозначает 100%).
Белыми кружками обозначены скрытые разряды, которые могут быть опре

делены по времени последующих эктопическвх разрядов в нижней записи

рисунка (а). Из работы CasteIlanos et al. (1984).

Рис. 6.9. (а) Фазовый сдвиг разрядов на :ЭМГ, записанной от сгибателей

кисти у пациента с наследственным тремсрои. Пациент удерживал ручку,

закрепленную на валу электродвигателя , в определенной зоне в период,

предшествующий стимуляции, при устойчивом уровне сгибания кисти.

Небольшое смещение производилось в интервале времеии, указанном гори

зонтальным отрезком внизу рисунка . (Ь) Отклонения во временн возникно

вения максимальной активности на ЭМГ, вызванные стимулом у двух паци

евтов с болезнью Парквасова. Статистически значимые отклонения, связан

ные со временем приложения стимула, наблюдались во время цикла дрожа

ния, на который воадейсевоваа стимул (цикл О; верхние графики) и во время

двух последующих циклов (1 и 2; средний и нижний графики) у пациевта

А. С., во не у пациенга М. N. Адаптировано из работы Stein, Lee and Nichols
(1978).
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совым ритмом. Если модулированная парасистолия доминирует,

можно показать, что синусовые биения, приходящиеся на различ

ные фазы эктопвческого цикла, производят разный эффект. Рас

смотрим данные, покаванные на рис. 6.10а, где эктопические бие

ния обозначены символом Х, а синусовые биения символом Н.

Можно измерить иежактопичеокве интервалы, на которые при

ходится синусовое биение, и получить кривую фазовых сдвигов

(рис. ().10Ь). напоминающую кривую. покаванную на рис. 6.2.
Эти примеры показывают, что одна и та же экспериментальная

парадигма использовалась исследователями в различных дисци

плинах по самым различным причинам. хотя основные математи

ческие концепции являются общими.

6.5. Трудности в применении топологической теории

Рассмотрим простой нелинейвый осциллятор (рис. 2.3), ответ

которого на одиночные стимулы поназан на рис. 6.7. Стационарное

состояние r = О неустойчиво , поэтому возмущения, придоженныв

СКОЛЬ угодно близко к этой точке, будут воврастать . с тече

нием времени. и колебания восстановятся. Следовательно, даже

если бы существовал такой стимул, который может вызвать пре

крашение колебаний, в любой прантичвской ситуации, было бы

вевоаможно пряложить его точно, и колебания восстановились бы.

Кроме того, в конкретных случаях существующие в сиетеме флук

туации выводили бы ее из нвустойчивых стационарных состояний.

Таким образом, можно ожицат ь. что на практике будут возникать

такие ситуации, в которых невозможно ансперименгально устра

нить колебания одиночным стимулом - даже в случае автоколе

баний. Нак обсуждалось в равц. 5.4 , в том случае, когда суще

ствует устойчивое стационарное состояние, прекращвнив текущих

колебаний возможно.

Применение топологаческой теории на практине представляет

определенные трудности. Одна из основных идей, принадлежащих

Winfree, сводится к тому, чтобы использовать наличие фазового

сдвига типа 1 при небольшой силе стимула для получевия инфор

мации о фазовых сдвигах при промежуточных значениях величины

стимула. Трудности возникают из-за того, что без дальнейших эк

спериментов или без значительного количе~тва дополнительных

данных о топологической структуре ввлинейного осциллятора

трудно сделать точные предсказания о фазовом сдвиге при стиму

лах промежуточной силы. Последующие рассуждения могут по

казаться сложными, но они важны для всех исследователей,

желающих применить топологическую теорию для решения кон

кретных пробаем.

Ключевое понятие , необходимое для примененив топологичес

ких результатов к конкретным ситуациям, вытекает из следующих
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свойств непрерывности пелинейных автоколебаний. Если (1) в

основе биологического осциллятора лежат устойчивые автоколе

бания и (2) все возмущения колебаний, имеющие фиксированную

силу , но различные фазы, сдвигают представляющую точку в фа

зовом пространстве в некоторую другую точку, которая остается

8 области притяжения колебаний, то после завершения всех пере

ходных процессов график зависимости новой фазы от ирежней фазы

при фиксированной силе стимула представляет собой непре

рывную функцию, которая отображает единичную окружность в

себя (см., например, зависимость <р' от <р на рис. 6.7).

(о)

142

200мс

(Ь)

141

142

143

Рис. 6 .11. Данные по фазовым сдвигам, полученные на спонтанно сокра

щаюшихся агрегатах сердечных клеток из желудочков к'уриного эмбриона,

Импульсы стимулирующего тока имели амплитуду 37 нА и длительность

20 МС. Цифры иа рисунке слева указывают интервал от начала потенциала

действия до момента приложенвя стимула в мс, Виден раярыввый ответ

(см. обсуждение в тексте). Из работы Guevara, Shrier and Glass (1986).

Во многих случаях зависимость новой фазы от прожней фазы,

по-видимому , не является непрерывной. Примером могут служить

ранее упомянутые исследования фазового сдвига в агрегатах спон

танно пульсирующих клеток сердца куриного эмбриона. При ма

лых силах стимула наблюдалась зависимость новой фазы от преж-

а - 8 38
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ней фазы типа 1, а при больших силах стимула - типа О. При про

межуточных значениях силы стимула преобладала другая ситуа

ция (рис. 6.11). Последовательность стимулов, приложевных

спустя 141 мс после потенциала действия , вызывала увеличение

длительности возмущенного цикла, но те же самые стимулы, при

ложенныв спустя 143 мс, приводили к укорочению длительности

возмущенного цикла. Стимулы, првложевные спустя 142 мс, вы

зывали один из двух типов ответа - либо удлинение, либо укоро

чение длительности возмущенного цикла. Если позволить коле

баниям продолжаться в течение нескольких циклов, становится

ясно, что огибающие потенциалов действия после удлинения и уко

рочения различны (т. е. они не накладываются друг на друга , как

следовало бы ожидать, если бы кривая зависимости новой фазы от

ирежней фазы была непрерывной).
Данные, представленные на рис. 6.11, ставят фундаменталь

ную проблему. При данной силе стимула не было обнаружено воз

мущений, которые выводили бы нолебацая из области притяже

ния атграктора. Следовательно, если функция, описывающая фа

зовый сдвиг, раврывна, что , по-видимому, соответствует действи

тельности, то основной ритм не может быть представлен движени

ем по предельному циклу. На основании анализа дифференциаль

ных уравнений, моделирующих ионный поток через физиологичес

кие мембраны, можно предположить, что, хотя кривые фазовых

сдвигов выглядят разрывными, в действительностиони могут быть

непрерывны. Моделирование покаааяо, что эти ионные модели мо

гут давать чрезвычайнокрутые функции фазовых сдвигов, которые

было бы трудно наблюдать экспериментально. Экспериментальная

проверна свойств непрерывности, которая требует временного раз

решения менее 1 пс - необходим-ость этого вытекает из моделей 
окааьшается невозможной из-за шума и технических ограничений.

Таким образом-, для всех практических целей экспериментально

измеренные функции фазовых переходов окааываются разрывны

ми при условии, что предсказания модели так же точны в этом

случае , как и во многих других. Если I\ФП разрывна при некого

рых силах стимула, то топологические рассуждения, основанные

на непрерывности функции , не могут быть применены. Следова

тельно, использование соображений о непрерывности функции ,

описывающей КФП , всегда спорно в тех случаях, когда ее не уда

ется явно покааать .

Точно так же важно напомнить, что непрерывные феноме

нологичеснив ионные модели дают усредненные величины флунт у

ирующих потоков через ионные каналы. Следовательно, теорети

ческие интерпретации, основанные на непрерывных дифференци

альных уравнениях , .могут иметь силу только в случае, если шаги

по времени и току достаточно велики , чтобы фяуктуациями в от

дельных каналах можно было пренебречь. При очень ~1аЛЫХ при-
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ращениях , которые иопоаьаовалиоь при обсуждении фазовых

сдвигов в ионных моделях, флуктувции в каналах важны и могут

приводить И кажущейся рвврывноети в экспериментах.

6.6. Закаючевве

Во многих случаях возмущение одиночным импульсом спонтан

но осциллирующей физиологической системы приводит к сдвигу

фазы текущего ритма. Величина сдвига зависит как от величины

стимула, таи и от фазы стимула в цикле. График зависимости

новой фазы от прежней фазы (кривая фазовых переходов, КФП)

представляет собой либо непрерывную функцию с числом оборо

тов, равным 1 (тип 1), или О (тип О), либо разрывную функцию.

Вообще говоря, релаксационные модели дают разрывные КФП,

а модели с предельным циклом дают КФП типа 1 при малых силах

стимула и RФП типа О при больших силах стимула. ВО ,\1НОГИХ

энспериментальных системах и иатвматических моделях быстрые

изменения ИФП в узком диапазоне фаз стимула делают однознач

ное выявление качественных особенностей КФП трудным, если

не невозможным.

Во многих теоретических работах цеявно предполагается, что

дифференциальные уравнения являются наиболее подходящей мо

делью для колебательного биологического процесса. Экспери

ментально наблюдавшиеся рварывности , которые трудно объяс

нить с помощью моделей, сформулированных в виде дифференциа

льных уравнений , могут быть получены в рвлансвционных моде

лях (разд. 6.2). При некоторых особых обстоятельствах релак

сационные модели представляют предельные случаи автогенера

торов и часто используются в качестве простых ионцептуальных

моделей ритмогенеза в физиологических системах.

Примеченая и литература, глава 6

6.1. Обзор экспериментальных результатов

Обширная литература по фазовым сдвигам в биологических

ритмах, вывванным возмущением, подробно обсуждавтоя в работах

Winfree (1980, 1987а, Ь).

Описание рефлекса Геринга - Брейера можно найти в ориги

нальной работе Вгеиег (1868). Adrian (1933) в СВОЕ'й классической

работе продемонстрировал роль афферентных волоКон блуж~аю

щего нерва в модуляции рефлекса. Дальнейшие исследования роли

афферентных волокон блуждающего нерва в физиологии дыхания

были выполнены многими другими авторами, и мы использовали

важные результаты работ Clark and Euler (1972) и К nox (1973).
Iscoe and Vanner (1980) изучали длительный временной сдвиг ды

хательного ритма, вызванный стимуляцией блуждающвго нерва.
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Современный обзор дыхательного ритмогенеза, включающий реф

лекторные механизмы блуждающего нерва, см. в монографии

Feldman (1986).
Фазовый сдвиг в првпаратах волокон Пуркинье описан в статье

J alife and Мое (1976, 1979), обзор литературы на эту тему можно

найти в работе J аlНе и Michaels (1985).

6.2. Фазовый сдвиг в релаксационныхмоделях

Многие исследователи использовали релаксационные модели

для описания респираторной активности. Примерами могут слу

жить работы Bradley et а) (1975), Herczynski and Karczewski
(1976), Remmers (1976), Cohen and Feldman (1977), Baconnier et а]

(1983) и Petrillo and Glass (1984). Столь же многочислены работы ,

в которых в качестве моделей центрального генератора дыхатель

ного ритма предложены нелинейныв дифференциальные уравнения,

имеющие решения в виде предельного цикла (Feldman and Со

wan (1975); Geman and Miller (1976), Finchman and Liassides
(1978); Pham Dinh e't аl. (1983); Васопшег et а]. (1983». В некото

рых предельных случаях автогенератор можно аппроксимировать

релаксационной моделью. Впервые эта мысль была высказана

при обсуждении регуляции митоза в работе Tyson and Sachsen
maier (1978). Другой пример такого соответствия, относящийся

к дыханию, дается у РецШо and Glass (1984).

6.3. Сдвиг фазы автогенератдров

Основные источники по теории фазовых сдвигов предельных

циклов - это книги и статьи Winfree (1975, 1977, 1980, 1987 а, Ь),

в которых можно найти обширную информацию по истории вопро

са . примеры и ссылки на другие источники. Теоретическое обсуж

дение фазовых сдвигов автоколебаний проводится также в рабо

тах Pavlidis (1973), Guckenheimer (1975), К avato апd Sпzuki

(1978) и Kavato (1981). В этой книге данные излагаются в соответ

ствии со статьей Glass and vVinfree (1984).
Van Meerwijk et аl. (1984) применили теорию к экспериментам

по фазовым сдвигам сердечного ритма в агрегатах клеток из серд

ца куриного эмбриона. Возможно, что теория применимя также

и для объяснения генерации дыхательного ритма. Изучение дей

ствия стимуляции верхнего гортанного нерва на дыхательный ритм

свидетельствует о том , что при слабых стимулах происходят фа

зовые сдвиги типа 1, а при сильных стимулах - сдвиги типа О (Рау

darfar, Eldridge and КНеу (1986». Подобные результаты были по

лучены в экспериментах, в которых алект рические стимулы прик

ладывались непосредственно к моэгу (Paydarfar and Eldridge
(1987».
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6.4. Фавовый сдвиг в раеличных системах

Эксперименты по фазовым сдвигам были выполнены для очень

большого числа других систем, как уже было отмечено ранее.

Особый интерес вызывают исследования жевания (J.P. Lппd, Ros
signol and Murakami (1981)) и локомоцвв (Forssberg et аl. (1976)).
~азовый сдвиг использовался в качестве диагностического сред

ства для выявления паркинсониама (R.B. Stein, Lee and Nichols
(1978) и Lee and R.B. Stein (1981)). Анализ модулированных пара

систолических ритмов, основанный на фазовых сдвигах, обсуждал

ся в работах Jalife and Мое (1976, 1979) и Мое et аl. (1977). Исполь
зование этих идей в клинвне было рассмотрено у Furuse, M..tsuo
and Saigusa (1981), Jalife, Anizelevitch and Мое (1982), Nau et аl.

(1982) и Castellanos et аl. (1984). Хороший обзор был недавно сде

лан J alife and Michaelis (1985). Дополнительное обсуждение тео

рии модулированной парасистолы проводится в разц. 7.5.

6.5. Трудн,ости в применении топологической теории

'Гопологичесная теория фазовых сдвигов, кратко изложенная в

равд. 6.3, - довольно тонкая вещь, и, к сожалению, часто непра

вильно истолновывается в экспериментальной литературе. На

пример, J alife and Antzelevitch (1979) утверждают: «Его [Winfree]
теория, в которой используется метод дифференциальной тополо

гии, првдснааывает, что если фазовый сдвиг пейсменера в ответ на

возмущение происходит по неиоторому определенному типу [т . е.

по типу 1 при малой силе стимула и по типу О при большой силе

стимула], то должны существовать характерные величина стиму

ла и время его приложения , при которых пейсмекерная антивность

полностью уничтожается». Даже если это рассуждение и привело

J alife and Antzelevitch (1979) к открытию прерываввя потенциа

лов действия одиночным стимулом, это утверждение тем не менее

ошибочно, поскольку может существовать нвустойчивая фазовая

сивгулярностъ. В этом случае колебавия всегда восстанавливают

ся после возмущения.

Количественные характеристики фазовых сдвигом, предсна

аанвых на основании дифференциальных уравнений типа Ходжки

на -Хаксли, моделирующих поведение возбудимой мембраны, бы

ли даны в работах Best (1979), Chay and Lee (1984, 1985) и Clay,
G uevara and Shrier (1984). На основании исследований этих авто

ров можно ожидать, что наблюдение топологических свойств фун

НцИЙ: фазовых переходов (например , поведение типа 1 или типа О)

может быть сопряжено с трудностями из-за очень большой

К~П. Отсюда возникает возможность объяснения кажущейся

разрывности в динамике фавовых переходов, наблюдввшихся в

работе Guevara , Shrier and Glass (1986). Теоретические доводы в

пользу непрерывности К~П приводятся у Winfree (1983Ь, 1987Ь).



Глава 7

Периодическая стимуляция

биологических осцилляторов

'Перводическая стимуляция споптанно осциллирующих физи

ологических процессов оказывает мощное воздействие на эндо

генный ритм. П ри иаменении частоты и амплитуды периодической

стимуляции устанавливаются разнообразные типы связей между

стимулом и спонтанным осциллятором. В некоторых случаях про

исходит захват частоты и фазы спонтанного ритма стимулом , так

что на каждые N цинлов стимула приходится М циклов спонтанно

го ритма , и спонтанные колебания происходят в определенной фазе

(или фазах) периодического стимула (захват фазы N : М). Поми

мо ритмов с захватом фазы , можно наблюдать также нерегулярные

или апериодические движения, при которых фиксированные соот

ношения фаз и регулярно повторяющиеся циклические процессы

не наблюдаются. Б разд. 7.1 мы обсуждаем основные наблюдения в

экспериментах по захвату фазы, уделяя особое внимание акспери

ментам на сердечной и дыхательной системах. В разд. 7.2 мы раз

виваем математические концепции, необходимые для теоретичес

кого анализа явления захвата фазы. Эти концепции используются

при анализе захвата фазы в релаксационных моделях в равд. 7.3
и в моделях с предельным циклом в равд. 7.4. В разд. 7.5 мы обсу

жцаем некоторые явления, связанные с захватом фазы у людей.

7.1. Обзор экспериментальныхрезультатов

Одна из экспериментальных парадигм в изучении физиологи

ческих осцилляторов состоит в том, что ОСЦИ.1ШЯТОР подвергается

воздействию периодических стимулов, в то время как физиологи

ческие условия поддерживаются по возможности постоянными.

Мы не пытаемся подытожить всю обширную информацию, имею

щуюея по этому вопросу; вместо этого мы обсуждаем два харак

терных случая: механическую вентиляцию легких у животных

и воздействие на сердечный ритм периодическойстимуляции с ис

пользованием внутриклеточного иакроалектрода. На основании

рассмотрения этих случаев делаются обобщения, применимые к

широкому классу анспериментальных систем.

Со времен Геринга и Брейера известно, что периодаческое рас

ширение легквх мехавическвм вентилятором может привести н

т
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захвату фазы эндогенного дыхательного ритма у млекопитающих

ритмом вентилятора. Полагают, что захват фазы осуществляется

через рефлексы Геринга -Брейера, при которых расшврение лег

ких угнетает вдох и удлиняет выдох (см. гл. 6). Афферентная ак

тивность рецепторов растяжения легких передается по афферент

ным волокнам блуждающего нерва. Захват дыхательного ритма

может изучаться С помощью механической вентиляции легких

животного при различных объемах и частотах вентилятора 8 усло

виях поддержания постоянных уровней анестезии, температуры

тела И концентрации газов в крови.

Эксперименты выполнялась на параливоваввых, анестезиро

ванных пентобарбиталом взрослых кошках. Активность дыха

тельного центра прослеживалась с помощью отведения активно

сти одной из ветвей диафрагмальвого нерва. У нормального непа

раливованного животного диафрагмальвый нерв иннервирует диа

фрагму, и его активация вызывает сокращение диафрагмы, что при

водит ко вдоху. У парализованного животного нервно-мышечная

передача между диафрагмальным нервом И диафрагмой блокиру

ется, и расширение легких происходит исключительно в резуль

тате механической вентиляции. Однако афферентная активность

рецепторов растяжения легких по-прежнему передается по блуж

дающему нерву. Необходимо предпринимать специальные меры

для поддержания постоянной концентрации газов в крови при

изменении частоты и амплитуды вентилятора. Если животное

подвергается гипервентиляции, активность дыхательного центра

исчезает из-за низкого уровня СО2 • Один из методов поддержания

постоянного уровня газов в крови заключается в одновременном

изменении частоты и объема вентилятора, так что результирующая

вентиляция в единицу времени поддерживается постоянной.

Однако этот метод не может быть использован, если нужно полу

чить информацию О взаимодействии между респираторным ритмом

и искусственной вентиляцией в зависимости от ее частоты и объе

ма (изменяемых неаависвмо). В этом случае можно использовать

другой метод, ааключающвйся в добавлении СО2 к вдыхаемому

газу для поцдержания постоянных физиологических уровней СО 2
даже при больших объемах и частотах вентилятора.

При изменении объема и частоты вентилятора устанавливаются

различные взаимодействия между вентилятором и активностью

диафрагмального нерва. Возникающие при этом ритмы распола

гаются в координатах «объем вентилятора» - «частота вентилято

ра» упорядоченным образом, как покававо на рис. 7.1. На врезках

представлены типичные записи объемов вентилятора и активности

диафрагмального нерва, соответствующие различным случаям

захвата фазы, а также ритмам без захвата фазы (возникающим в

заштрихованных областях). В этих экспериментах не могут быть

использованы малые частоты и объемы вентиляции из-за необхо-
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димости поддерживать адекватную вентиляцию. Невозможно так

же изучить действие очень больших частот и объемов из-за меха

нических ограничений вентилятора и ограниченной емкости лег

ких кошки.

Нак обсуждалось в разд. 4.2, принято считать, что дыхатель

ный ритм генерируется сложной сетью нейронов в стволе мозга.
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Рис. 7.1. Зоны захвата фазы при взаимодействии между ритмом механического

вентилятора и дыхательным ритмом, полученные в экспериментах на анесте

зированных паралиэоваввых кошках. На каждой врезке верхняя кривая

показывает легочный объем, нижняя - интегральную активность диафраг

иальвого нерва. Все графики имеют одинаковый масштаб. Заштрихованные

области соответствуют нерегулярной динамике. Vшах - максимальный объем
вентилятора и f - частота вентилятора. Из работы Petrillo and G)ass (1984).

в отличие от дыхательного ритма, сердечный ритм генерируется в

специализированном участке синусно-предсердного узла, со

стоящем из связанных клеток. которые функционируют как пейс

мекер сердца . Мы первходим к описанию экспериментов, в кото-
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рых изучалось влияние импульсных электрических стимулов на

спонтанно сонращающиеся клетки, изолированные из желудочков

сердца куриного эмбриона.

При изменении частоты и тока электрических стимулов уста

навливаются различные виды взаимодействий между стимулято-

Рис. 7.2. Творвтически вычисленные зоны захвата фазы (сплошные лини и )

и примеры записей (врезки), полученных на стимулируемых агрегатах

клеток сердца куриного эмбриона . А - амплитуда стимула (в проиэвольвых

единицах ) и 't - период стимул а, отнесенный к собственной длительности

цикла. Калибровка соответствует 1 с по горивовтаяв и 50 мВ по вертикали.

И з работы Glass , Guevara and Shrier (1987).

ром и сердечными клетками. Результаты этих экспериментов по

казаны на рис. 7.2, на этом рисунке врезки поназывают различные

ритмы, наблюдающиеся при захвате фазы, а сплошные линии пред

ствляют результаты теоретических вычислений, основанных на

экспериментах по сдвигу фаз с помощью одиночных импульсов.

Помимо устойчивых ритмов с захваченной фазой, покааан ряд пе

регулярных движений. В разд. 7.4 мы обсудим теоретические ме

тоды, использованные для вычисления зон захвата фазы и пока

жем, что наблюдающиеся нврегулярные ритмы связаны с хаоти

ческой динамикой.
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Несмотря на то, что эти результаты были получены на двух

сильно отличающихся физиологических системах с использовани

ем р ааличных способов периодической стимуляции , обнаружились

некоторые пораэительныв особенности , общие для обеих систем.

Ниже приводятся обобщения , применимые к большому числу

экспериментов по периодическому воздействию внешней силы на

биологические осцилляторы.

1. Наиболее часто наблюдающиеся устойчивые зоны захвата

фазы соответствуют небольшой кратности циклов вынуждающего

стимула и свободного ритма (т . е. , 2:1,3:2 , 1:1,2:3,1:2). Хотя мож

но наблюдать и другие отношения N: м с большими величинами

N и М , они занимают меньшие области в пространстве параметров

частота - амплитуда и , следовательно , могут легко ускользать

от внимания или маскироваться шумом.

2. Устойчивые ритмы существуют в определенных областях

плоскости частота -амплитуда. Принято связывать число оборотов

р = M/N с ритмом N:M. Таким образом, р уменьшается с увели

чением частоты стимуляции при фиксированной амплитуде стиму

ла.

3. При очень низких амплитудах стимуляции трудно поддер

живать устойчивый захват фазы.

4. При изучении областей амплитудно-частотного простран

ства параметров, расположенных между зонами устойчивого зах

вата фазы , обычно можно найти такие значения параметров сти

муляции , которые приводят к нерегулярной динамике.

Несмотря на некоторое сходство , между сердечной и дыхатель

ной системами существуют различия. Например, область кратно

сти 2:2, наблюдаемая при периодической стимуляции сердечных

клеток, не обнаруживалась в случае механической вентиляции

легких кошки. Целью теоретического изучения захват фазы

является обеспечение теоретической основы для понимания сход

ства и различия между разными объектами. В идеале исследова

тели хотели бы делать предсказанияо захвате фазы при изменении

параметров стимуляции исходя из механизмов ритмогенеза и свя

зи между стимулятором и свободным ритмом. На прантике мате

матический анализ периодического воздействия внешней силы на

нелинейныеосцилляторыоказываетсячрезвычайно сложным, и де

тальные количественные характеристики движения таких систем

были получены лишь в нескольких специальных случаях.

Теоретические исследования понааыввют, что хотя существует

большое сходство между динамическим поведением различных си

стем, выявляются также и различия при достаточно подробном
его изучении. Чтобы подкрепить это утверждение, мы рассмотрим

динамическое поведение различных модельных систем при дейст

вии на них периодическойстимуляции. Мы также обсудим захват

фазы биологических ритмов в ряде клинических случаев.

т
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7.2. Математические концепции

Изучение вынужденных нвлинейных колебаний имеет богатую

историю , и в этой области все еще продолжается активная работа.

Действие перводической внешней силы на нелинейныв осциллято

ры изучалось в 20-х годах Ван-дер-Полем и Ван-дер-Марком.

Они выснааали предположение, что активность сердца можно мо

двлировать тремя нвлинвйными осцилляторами, соответствующими

синусовому узлу, предсердиям и желудочкам. Между синусовым и

предсердным осцилляторами существует однонаправленная связь,

и такая же связь существует между предсердным и желудочковым

осцилляторами. Уменьшая связь между предсердным и желудоч

ковым осцилляторами, они обнаружили, что можно получить ряд

различных ритмов с захватом фазы , которые качественно соответ

ствуют классу сердечных аритмий, называемых атриовентрики

лярной (АВ) блокадой сердца. Однако многие исследователи в об

ласти сердечно-сосудистой физиологии приписывают АВ-блокаду

сердца блокированию проведения в АВ узле, а не отсутствию. син

хронизации между предсердными и желудочковыми осциллятора

ми (см. разд . 8.1).
Простое дифференциальное уравнение второго порядка , пред

ложенное Ван-дер-Полем для моделирования нелинейных авто

колебаний, сыграло важную роль в прикладной математике. Изу

чение влияния периодического синусоидального воздействия на ре

шение этого уравнения было впервые предпринято Ван-дер-Полем

и продолжается в наши дни. Уравнение Ван-дер-Поля с вынужда

ющим членом может быть записано в виде

d
2 u аu' ( )

atr-Е(1 -u2)ёU+u=Всоs(vt). 7.1

При В = О существуют только устойчивые автоколебания. При

изменении v и В возникают области захвата частоты, покаванные

на рис. 7.3. В сороковых годах Cartwright и Littlewood, а затем

Levinson сделали замечательноенаблюдение, которое заключалось

в том, что при некоторых значениях параметроввозможно сущест

вование апериодических орбит для нвкоторого набора начальных

условий. В терминах современной нелинейной динамики эти апе

риодические орбиты соответствуют хаотическому динамическому

поведению нелинейных осцилляторов, на которые действует пери

одическая внешняя сила. В знаменитой статье, опубликованной

в 1967, Смейл (Smale), придврживввшийся концепции Левинсона,

открыл математическую конструкцию (подкова Смейзиц, демон

стрирующую существование бесконечного числа периодических, а

также апериодических орбит в особом классе двумерных разност

ных уравнений (диффеоморфизмов плоскости).

Для ознакомления с математическим анализом вынужденных
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нвлинейных колебаний рассмотрим гипотетическую ситуацию, в

которой некоторый биологический осциллятор подвергается пери

одической стимуляции. Чтобы рассмотреть вынужденные колеба

ния на конкретном примере, представим себе , что спонтанно ос

циллирующий нейрон подвергается возмущению синусоидальным

электрическим током. Примем, что период синусоидальных коле

баний равен 1с, и допустим, что период колебаний нервной клет

ки (ТО) отличен от 1с. Будем вести запись последовательных мо

ментов времени, в которые происходит разряд нервной клетки.

15_-----------уо-..,..---..."..-,

10

t
I:Ц

5

1.0 2.0 3.0 4.0
у-

Рис. 7.3. Области захвата фазы осциллятора Ван-дер-Поля (уравнение (7.1»
синусоидальнымколебанием,полученныес помощью аналоговогокомпьютера.

Указаны отношения между ЦИКЛа!\Ш возмущаемогоосциллятораи вынуждаю
щей функцией. Динамика в заштриховаввых областях была названа «бие
ниями» (в настоящее время используется термин IoiквазипериодичпостЬ»).

Из работы Hayashi (1964).

в предельном случае отсутствия связи между нейроном и воз

мущением синусоидальная стимуляция не оказывает никакого

влияния. Этот случай сводится к тривиальной задаче вычисления

времени следующего разряда нейронного осциляятора. Если

ti - время i-ro разряда, то

(7.2)

Если нас интересует только фаза синусоидального стимула, в ко

торой происходит разряд нейрона, то достаточно рассмотретьтоль

ко дробную часть значений tj. Найдем дробную часть ti (t i по мо

дулю 1) и назовем результирующую фазу i-ro разряда <Pi (рис.

7.4а). Например, если положить Т = 0.75 с, то <Pi +1 = <Pi + 0.75
(mod 1). График этой функции покааан на рис. 7.4Ь. В более общем

случ ае (при наличии связи) синусоидальный стимул оказывает

т
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Рис. 7.4. (а) Схематическое изображение фазы двух последовательных раз

рядов вейровного осциллятора в синусоидальном цикле при допущении

об отсутствии ВЛияния одного разряда на другой, (Ь) График соответствую-
lЦeгo разностного уравнения.

влияние на разряд нейрона. Одпако если связь сравнительно сла

бая, отличие от предельного случая с нулевой связью будет неве

лико . В этом случае уравнение (7.2) можно переписать в виде

'Pi+1 = 'Pi + f ('Pi, Ь) + То (тod 1), (7.3)

где фуннция f ('Pi,b) есть в общем случае нелинейная функция , ко

торая з ависит от силы связи Ь. В пределе , при нулевой связи,

f ('P i ' О) = О.
Уравнение (7.3) представляет собой другой пример разностного

уравнения (см. разц. 2.5). Если нвлинейная функция ! известна,
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то можно рассчитать динамику для всех моментов времени в бу

дущем. Однако в отличие от квадратичного отображения (урав

нение (2.6» уравнение (7.3) содержит два параметра Ь и То.

Моменты разрядов t i (по модулю 1) могут быть представлены в виде

точек, лежащих на окружности единичной длины. Тогда итерацией

уравнения (7.3) одн а точка окружности переносится в другую точ

ку. Такая функция называется 1tpyzoeblЖ отображением. Чтобы

понять влияние возмущений, важно понимать изменения в дина

мике (бифуркации), которые возникают при изменении параметров

кругового отображения.

При условии, что нвлинейная функция f не слишком велика,

бифуркации этого уравнения хорошо объяснимы. Точное матома-

ь

То

Рис. 7.5. Схематическая диаграмма языков Арнольда. В заштрихованных

областях существует устойчивый захват фазы при взаимодействии между

спонтаино осциллирующой системой и вынуждающей периодической стиму

ляцией. Между любыми двумя зонами устойчивого захвата фазы всегда

существуют другие зоны . Ордината соответствует амплитуде , а абсцисса -
периоду вынуждающей периодической функции.

тическое определение выражения «не слишком велика» означает,

что ДОЛЖНО существовать вваимно однозначное соответствие между

q> и q/. То есть для любого значения q> должно существоват ь одно

и только одно значение <р ' , а для каждого значения q/ должно суще

ствовать одно и только одно значение <р . Такие отображения назы

ваются обратимыми,

Анализ бифуркаций обратимых круговых отображений был

предпринят в прошлом веке Пуаннарв и до сих пор привлвквет

большое внимание. Основные ревульгаты были получены совет

ским математином В. И . Арнольдом. Результаты его исследований

показавы схематически на рис . 7.5. В плоскости параметров (Ь ,

Т) имеются хорошо равличимые области , называемые яэыхами.

(или рогамщ Арнольда, которые соответствуют устойчивому зах

вату фазы кратности N:M (N циклов стимулятора и М циклов ней

ронного осциллятора) . Языки Арнольда существуют для всех ра

циональны х отношений N:M, где N и М - взаимно простые числа

(т. е. не имеющие общего делителя]. Это означает, что существует

бесконечное число языков Арнольда, соответствующих всем воз-

т
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можным отношениям частот стимулятора и возмущаемого осцилля

тора. Видно, что структура, понааанаая на рис. 7.5, присутству

ет также на рис. 7.2 и 7.3, по крайней мере в векоторой области

пространства параметров.

В обратимых круговых отображениях при всех значениях па

раметров внутри языка Арнольда, соответствующего захвату фа

зы N:M, все начальные условия асвмпготическиприближаются к

устойчивомузахвату фазы N:M. Мы неформальноопределяем чис

,/1,0 оборотов как отношение между числом циклов стимулятора и

числом циклов возмущенного осциллятора. Таким образом, при

захвате фазы N : М, число оборотов р = мIN (см. также матема

тическое приложевие).

Возможны ли какие-нибудь комбинации амплитуды и частоты

стимула, которые не приводят к устойчивому захвату? Иначе го

воря, каково динамическое поведение в областях между языками

Арнольда? Существуют такие значения параметров, при которых

устойчивый захват не наблюдается ни при каких начальных усло

виях. В этом случае динамика называется хеавипериобичесной.

Проще всего можно представить себе такую динамику, рассмотрев

случай, в котором два ритма полностью неаависимы. С течением

времени фазовые отношения между двумя ритмами будут непреры

вно изменяться, но в общем случае, если отношение частот ирра

ционально, никогда не повторятся . Если каждое повое значение <р,

отложить на окружности, то в пределе при i -+ 00 окружность

будет плотно покрыта точками (это означает, что любая точка на

окружности находится как угодно близко к другой точке последо

вательности <Ро, <Рl' <Р;2, ••.). Динамика является апериодической,

но не хаотической, поскольку два близких начальных условия ос

таются близкими при последующих итерациях.

Такая динамика иногда называется колебительным свободным

пробегом или относительной координацией. Типичный случай ква

зипериодической динамики покааан на рис. 7.1 на врезке, соот

ветствующей области параметров. лежащей между зонами ритмов

1:1 и 3:2. Хотя можно ожидать, что будет трудно найти области

значений параметров, в которых возникает кваавпериодичность,

существует конечная вероятность того, что нвааипериодвчность

будет наблюдаться при случайном выборе параметров обратимых

круговых отображений. Действительно, в тех экспериментальных

исследованиях, где используется слабая стимуляция, обычно наб

людается квазвпериоцвчностъ, а не захват фазы.

До сих пор мы огранвчивались рассмотрением ситуации, в ко

торой сила связи (и, следовательно, неяинейность) не слишком

велика, и динамика может быть представлена с помощью обрати

мых круговых отображений. В некоторых экепервмевтальных си

стамах и в математических молелях при увеличении силы периоди

ческого возмущения такое представление динамики оказывается
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невозможным, и тогда относительно простая и хорошо понятная

структура языков Арнольда не наблюдается. Рассмотрим теперь

несколько способов, с помощью которых структура языков Ар

нольда может быть разрушена в случае периодического действия

внешней силы на колебания в рвлаксацвонвых моделях и в моде

лях с предельным циклом.

7.3. Периодическоевозмущение

в релаксационныхмоделях

Периодическая модуляция может быть включена в релакса

ционные модели двумя различными способами. Во-первых, можно

принять, что периодически модулируется активность, но порог

1.5

10

05

о 10
Время

20

",,'
30

Рис. 7.6. Релаксационная модель с сивусоидаяьно модулируемым порогом.

После достижения порога происходит мгновенный возврат к НУЛЮ . Начиная

с векоторого начального условия to' порог впервые достигается в момент

времени t1 • который может быть вычислен из уравнения (7.5). Показав захват

фазы 1 : 2. Адаптировано из работы G1ass and Mackey (1979Ь).

сохраняется постоянным. В альтернативном случае периодичес

кой модуляции может подвергаться порог. В дальнейшем мы будем

обсуждать эффекты модуляции порога.

Одним из побуждений к аналиау периодического возмущения в

релаксационных моделях послужили экспериментальные иссле

дования механической вентиляции у кошек. Анализ осциллограмм

на рис. 7.1, в частности ритмов 1:2 и 3:2 , показывает, что сильное

расширение легких совпадает с преждевременным прекращением

вдоха. Это служит удивительно наглядной иллюстрацией приме

нимости к этой системе релаксационной модели с модуляцией по

рога. Как мы уже обсуждали в гл. 6, рефлексы Геринга-Брейера

могут моделироваться с помощью релаксационных моделей.

Рассмотрим простую релаксационную модель с периодически

модулируемым порогом (рис. 7.6). Для конкретности и простоты

допустим, что порог описывается синусоидальной функцией

е (t) = 1+ksin (2nt). (7.4)

Допустим, что активность увеличивается линейно, с крутизной

-у, до пороговой величины и затем устанавливается в О. Наша цель

т
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заключается в том, чтобы понять особенности бифуркаций и дина

мики в этой модели как функции параметров при любых началь

ных условиях.

Допустим, что to известно (рис. 7.6). Тогда время t1 , за которое

активность впервые достигает порога, может быть найдено реше

нием уравнения

у (t 1 - to) = 1+k sin (2л:t1 ) .

Это уравнение трансценцентнопо t'l и не имеет аналитического ре
шения. Однако значение t1 в уравнении (7.5) определяется неяв-

ьо ~-===--.,..-----..,..-----г-------,

k

0.5

IJ:=1/Z'Jf' _---l' _------
0.5 1.0

т
1.5 2IJ

Рис. i.i. Зоны захвата фазы в релаксационноймодели. Частота в отсутствие

синусоидальной модуляции (k = О) есть f = у. Структура языков Арнольда

имеет место в области, ограниченной сверху пунктирной линией. Из работы

Glass and Belair (1986).

но разностным уравнением и может быть получено численно, если

заданы начальные условия и значения параметров. Некоторые из

полученных зон захватывания покаваны на рис. 7.7.
При k < 1'/2л: динамика описывается непрерывным обратимым

отображением единичной окружности, и предшествующие сооб

ражения, касающивс я языков Арнольда, применямы к :1ТОМУ слу

чаю. Если же крутизна нарастания активности меньше, чем мак

симальная крутизна синусоидальной волны, то динамика описы

вается разрывной необратимой функцией. Известно, что в этом

случае все еще будет происходить захват фазы N:M для всех це

лых взаимно простых N и М. Существуют также такие значения

параметров. которые приводят к апериодической динамике. 0,[(
нако имеются два отличия между свойствами апериодической ди

намини в случае, когда она описывается разрывными кусочно-мо

нотонными отображениями и обратимыми отображениями. 80-
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первых, последовательные итерации больше не приводят к обра
зованию плотной орбиты на единичной окружности . Плотная ор

бита, очевидно, вевоэможна, так как существует запрещенная об

ласть значений t, Н' В которой вет никакого прообраза. Во-вторых,

60
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Рис. 7.8. Различные аовы захвата фазы в теоретической модели механической

вввтвляции парализованноii, авеегевироваввой кошки. В модели, как пока

аано на врезках, имеются два аиачения порога, модулируемыепериодическим

расширением легких (не покававо). Жирными линиями на врезках показав

сигвал генератора дыхательного ритма, который линейно возрастаети падает

между двумя поротовыми Значениями. Сравните с рис. 7.1. Из работы Petrillo
and Glass (1984).

вероятность того, что будет выбран ряд значений параметра. свя

занных с апериодической динамикой, становится равной нулю.

Помимо исследований релаксационных моделей, в которых по

роги описываются синусоидальными функциями, были проведены

исследования свойств релаксационных моделей, в которых исполь

аоввны кусочно-линвйные функции для описания порога. Такие

исследования делают возможным гораздо более полный анализ

динамики, чем в случае синусоидальных порогов. Например,

Lasota и Mackey доказали, что такие модели дают хаотическуюди-
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намяку в некоторых областях значений параметров. Значение этого

открытия заключается в возможности наблюдения хаоса даже в

чрезмерно упрощенных моделях периодического возмущения коле

баний. На основе этого открытия можно предположить, что появ

ление хаотической динамики, по крайней мере в некоторой обла

сти параметров стимУЛЯЦИИ, может быть очень общим явлением

для периодически возмущаемых фивиояогичесвих осцилляторов.

Petrillo и Glass попытались построитьболее реалистичные рела

ксационныемодели для описания захвата дыхательного ритма. Они

предположили, что два порога модулируются объемом механичес

кого вентилятора. Продолжительностьвдоха и выдоха представле

на активностью, осциллирующей между двумя пороговымя уров

нями. Существует пекоторая задержка между моментом достиже

ния порога вдоха и началом вдоха. Эта модель имеет пять парамет

ров, которые могут быть получены из экепериментвльныхданных.

Численные исследования модели (рис. 7.8) дают хорошее согласие

с результатами экспериментов, покаванными на рис. 7.1. Однако

подробное изучение бифуркаций в этой модели не проводалось.

Другая попытка построения релаксационных моделей для опи

сания захвата биологических ритмов была предпринята Daan и

сотр. для случая циркадианных ритмов. Авторы попусвали суще

ствование синусоидально модулируемых порогов. С помощью та

кой модели они могли дать частичное объяснение зависимости про

должительности сна от времени засыпания. Систематический ана

лиз зон захвата фазы 1:1 (соответствующих нормальному цирка

дианному ритму), а также других возможных зон захвата в зави

симости от значений параметров не проводился.

В заключение отметим, что периодически возмущаемые модели

дают концептуально простое средство моделирования захвата фазы

в биологических системах. Даже самые простые модели способны

генерировать чрезвычайно сложные формы динамического пове

дения, которые еще не полностью объяснены.

7.4. Захват колебаний автогенераторов

Для многих биологических ритмов лучшим способом матема

тического описания является испольвование дифференциальных

уравнений, имеющих автоколебательные решения (см. гл. 4).
Так как эти ритмы взаимодействуют друг С другом и таи как имеет

ся внешнее периодическое воздействие, важно понять влияние пе

риодической внешней силы на автоколебания. Прототипом моде

лей с периодически возмущаемым предельным циклом является

уравнение Ван-дер-Поля с синусоидальным возмущением (см.

уравнение (7.1) и связанное с ним обсуждение). 1.Н. Jепsепи сотр,

показали, что синусоидальное внешнее воздействие также приво

дит к хаотической динамике в математических моделях возбудимой
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нервной и сердечной ткани, а Aihara и сотр. показали существо

вание странных аттракторов при синусоидальной стимуляции ак

сона кальмара (см. равд. 3.4) .
Рассмотрим теперь влияние периодической последовательно

сти коротких импульсов на колебания , связанные с предельным

циклом. В том случае , когда предельный цикл быстро достигается

после одиночного стимула и известно действие одиночного стиму

ла, можно легко рассчитать зффект периодической стимуляции.

Основные понятия могут быть получены при рассмотрении эф

фектов периодического воздействия на осциллятор Пуавкаре, об

суждавшийся в гл . 2 и 6. Как и прежде , примем, что существует
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Рис. 7.9. Схема модели возмущения предельного цикла периодическим сти

мулом. При УСЛОВИИ, что имеет место быстрый релаксациоввый возврат

1\ предельному циклу , МОЖНО вывести уравнение (7.8).

предельный цикл r = 1, что воэмущение представляет собой

горизонтальное перемещение на величину Ь и что после возмуще

ния система быстро приближается к предельному циклу. Как об

суждалось в гл. 6, действие одиночного стимула, приложенного

в фазе <р, заключается в сдвиге предельного цикла в новую фазу, ср':

tp' = g (ср , Ь) . (7.6)

Функция g называется кривой фазового перехода (КФП) . Если

(J) i есть фаза , непосредственно предшествующая i-My стимулу, тог

да фаза, предшествующая (i + 1)-му стимулу , есть просто

CPi+l =g(J)i, Ь)+Т (mod1), (7.7)

где т - временной интервал между периодическими стимулами,

нормированный на собственный период автогенератора (рис. 7.9).
Уравнение (7.7) , э квивале нтное уравнению (7.3) , есть необходи

мое условие , оно же есть общий реаультат. Если КФП может быть
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вычислена или измерена экспериментально и если система быстро

возвращается к предельному циклу после возмущения, тогда при

выбранных начальных условиях динамическое поведение может

быть определено итерацией (7.7) для всех моментов времени в бу

дущем.

Для простой модели с предельным циклом КФП вычисляется

легко, и можно воспользоваться аналитическими и численными

методами для определения подробной структуры зон захвата фазы

как функции амплитуды и частоты стимула. В этом примере при

ь

'т

Рис. 7.10 . Схема организации зон захвата фазы при периодической стиму

ляции ввлинейвого осциллятора на рис. 7.9 при допущении о быстром релак

сациоином возврате к предельномуциклу после каждого стимула. Структура

языков Арнольда ограничена сверху пувктирной линией. Над этой линией

находится область сложных бифуркаций, как поиаванс в работах Guevara
and Glass (1982), Hoppensteadt and Keener (1982) и Keener and Glass (1984).

Из работы Glass and Belair (1986).

ь < 1 КФП есть обратимое круговое отображение типа 1, а при

Ь > 1 RФП есть круговое отображение типа О. Хотя не все проис

ходящие при этом бифуркации известны, возможно, это наиболее

понятный нетривиальный пример действия периодической внеш

ней силы на автоколебания в широком диапазоне частот и ампли

туд. Результаты представлены на рис. 7.10, на котором схемати

чески изображены продолжения языков Арнольда. Эта модель

дает также хаотическую динамику и сложные бифуркации в неко

торых областях пространства параметров. В этой модели некото

рые из раарасгающихся языков Арнольда, не достигающие боль

ших амплитуд , имеют грибовидную форму. Действительно, как в

опытах на сердце, так и в опытах с дыханием было невозможно ус

тановить некоторые из более сложных ритмов (например, кратно

сти 3:2) при больших значениях интенсивности стимуляции.

Применение результатов исследований, изложенных в этом

разделе, к изучению конкретных систем может быть выполнено

следующим образом. Из рис. 6.6Ь легко заметить, что влияние оди

ночного импульса, действующего на осциллятор в фазе <р, приво-
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дит К изменению длительности цикла,

т/То = 1+ <р - g (<р), (7.8)

где g есть КФП. Таким образом, определяя экспериментально воз

мущенную длительность цикла в зависимости от <р, можно полу

чить КФП, которая затем может быть использована для определе

ния зон захвата с помощью численных итераций. Такая процеду

ра выполнялась на периодически стимулируемых сердечных "лет-

1.0

lf'i+1 0.5

1.0о 0.5

'Р,

Рис. 7.11. График, покааываюший вависимость фазы последующих стимулов

от предшествующего стимула, как на рис. 1.11. Сплошная кривая получена

в опытах с вовиущевием системы одивочвым импульсом с использованием

теории, описанной в тексте. Несовпацевие кривой с точками в области <Pi =
= 0,38, вовможво , объясняется веточвостью подгонки кривой к данным

по сдвигу фаз в атой обаасти. Из работы Glазз, Shrier and Belair (1986).

ках, и сплошные кривые на рис. 7.2 были вычисленыподобным об

разом. Теоретические расчеты хорошо согласуются с эксперимен

тальными наблюдениями.

Главное допущение, принятое в этих расчетах, состоит в том,

что релаксационный возврат к предельному циклу происходит

достаточно быстро, так что необходимо учитывать только одну пе

ременную (фазу текущего стимула). Это допущение было впослед

ствии подкреплено определением зависимости q>' от q> непосред

ственно из экспериментальных записей апериодического (хаоти

ческого) динамического поведения и сопоставлением ее с такой же

кривой, полученной из уравнения (7.6) с использованием экспери

ментально измеренных величин g (q». Это иллюстрируется рис.

7.1{, на котором наложение точек на сплошную кривую (полу

ченную в экспериментах с возмущением системы одиночным им

пульсом) показывает, что рассмотренные здесь одномерные модели

пригодны для описания динамического поведения, полученного в

экспериментах на сердце. Важно также осознавать, что немоно

тонные круговые отображения могут приводить при некоторых зна

чениях параметров к хаотичности, подобной той, которая наблю

далась в простон квадратичном отображении, описанном в гл. 2.

т
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Несмотря на успехи одномерной теории, важной эксперименталь

ной пробаемой остается определение влияния предыстории стиму

ляции на текущее состояние системы. В некоторых случаях при

ходится рассматривать разностные уравнения более высокого по

рядка.

7.5. Захват фааы ритмов у человека

Описанные выше теоретические работы были посвящены раз

личным типам захвата фазы и ритмам, возникающимпри периоди

ческом возмущении очень простых моделей биологических осцил

ляторов. Даже для таких простых систем детали поведения при

периодическойстимуляции настолько сложны, что представляется

иаловвроятным, что они когда-нибудь будут обнаружены, тем бо

лее в биологической системе, склонной «шуметь». Несмотря на

трудности наблюдения тонкой структуры предсказанного поведе

ния, понимание общей феноменологииможет оказаться важным в

очень большом числе случаев в нормеи патологииу людей. Приве

дем ряд примеров. Отметим, что ни в одном из случаев не существу

ет хорошо разработанной теории.

дыхательнаясинисовая аритмия

Это явление связано с модуляцией частоты сердечных сокра

щений дыханием, обусловленной существованиемсложной связи

между этими двумя ритмами. Во время фазы вдоха происходит

повижевведавления в грудной полости, что приводит к ббльшему

наполнению сердца и, следовательно, к большему ударномуобъе

му. Изменение кровяного давления, возникающее в результате

изменения ударного объема, приводит к изменению рефлексов ба

рорецепторов,что в свою очередь приводит к изменениюафферент

ных воздействий блуждающего нерва. Различия в окаслевноств

крови во время вдоха и выдоха приводят к изменению рефлексов

хеморецепторов в различных фазах дыхательного цикла. Это в

свою очередь может влиять на дыхательный и сердечный ритмы.

Наконец, активность ствола головного мозга, связанная с дыха

тельным ритмогенезом, может вызыватьфлуктуациив тонусе сим

патической и парасимпатическойнервной системыи, следователь

но, влиять на регуляциюсердечнойдеятельности.Несмотряна эти

многочисленныепетли обратной связи - или, возможно, благода

ря им - у людей наблюдается относительно слабая связь между

дыханием и сердечным ритмом, и в ритмах, возникающих в резуль

тате их взаимодействия, не происходит захвата фазы. Скорее

наблюдается небольшее ускорение сердечного ритма во время

вдоха И легкое замедление его во время выдоха, что приводит к

Возникновению ритма, который, по-видимому, является квазипе

риоцическим.
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Вэаимодействие дыхательной u бвигательной систем

u координация движений конечностей

Впtlег и Woakes показали, что во время. двигательной активно

сти у птиц существуют сложные биомеханические взаимодей

ствия между косгно-мышечвымиэлементами, связанными с гене

рацией двигательныхи дыхательных ритмов. У четвероногих мле

копитающихв норме наблюдаетсязахват фазы 1:1 между дыхатель

ными и двигательными ритмами. ВгатЫе и Carrier показали, что

(а)
1с--- (Ь)

(е)

Рис. 7.t2. Захват фазы при взаимодействиидыхательногои моторного ритмов

у здорового человека во время бега. На каждом рисунке сверху записав звук,
издаваемый при дыхании, а на нижвей записи отмечены удары правой ноги.

(а) Захватфазы 3 : 1; (Ь) захват фазы 2 : 1; (с) захват Фазы 3 : 2 (бег); (с) захват

фазы 3 : 2 (ходьба). Из работы Bramble (1983).

у галопирующей лошади может наблюдаться захват фазы 1:1 при

частотах свыше 100 мин", У бегущих людей связь между дыха
нием и двигательной активностью может изучаться путем ре

гистрации дыхательных шумов (пневмосовограммы)и ударов ног

при движении. Было обнаружено несколько типов связи (рис.

7.12) , но полное понимание рефлекторных механизмов, лежащих

в основе захвата фазы, не было достигнуто.

Энтопичеспие пейсмехеры сердца

Мы уже обсуждали сдвиг фазы антопвческвх пейсмекеров , вы
зываемый нормальным сипусовым ритмом. С этим явлением свя

зана проблема предсказания ритмов, возникающих при взаимо 

действии синусного и эктопвчесного пейсменеров. на основе кри

вых фазового сдвига. Подобные расчеты были предприняты Мое

и сотр. (рис . 7.13). Различные соотношения (3:2, 2:1, 5:2 и т.д.) ,

т
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отмеченные на рисунке сверху, указывают зоны устойчивого зах

вата. Однако из-за рефрактерности сердца наблюдаются не все

актопвчеоние биения. Обнаруживаемая сложная организация зон,

подобных тем, которые набвюцались в периодически стимулируе

мых сердечных клетках, соответствует ожидаемой. Хотя клиничес

кие состояния, при которых по данным ЭКГ существует только

0/0
25

20

15

10

5

БО

EPCl

Рис. 7.13. Зоны захвата фазы в математической модели парасистолии. Дли

тельность синусового цикла равна 4О с, а длитсльпость актопического цикла

(EPCL) изменяется в пределах, указанных на абсциссе. Ордината измеряет

силу воздействия синусового пейсменера на эктопические ритмы. Не все

энтопичесние биения можно наблюдать, так как некоторые из них приходятся

на рефрактерный период в желудочках. В зонах молчания все эктопические

биения приходятся на рефрактерныii период, а в аонах скрытой бигеиинии

(СВ) и скрытой тригеиивии (СТ) только некоторые из них. В области, обо

значенной Р, биения сливаются из-за того, что разряд энтопвческого пейс

мекера и синусовое биение приходятся примерно на одно и то же время.

Из работы Мое et аl (1977).

один актопический очаг С частотой биений менее 6 мин :", счита

ются в настоящее время относительно неопасными, аритмии, обу

словленные множествевными эктопвческвмв очагами, представ

ляют потенциальнуюугрозу и могут перерождатьсяв тахикарляю

и фибрилляцию (см. равд. 8.5) . Действительно, в классическом

учебнике по электрокардиографии, опублвкованном в 1946 Г.,

К atz использовалслова «хаотическаяработа сердца» для описания

сложных аритмий, при которых наблюдалисьмножественныеЭКТО

паческие очаги. Связь между такими ритмами и хаотическойдина

микой, которая находится в центре внимания в этой книге, оста

ется нввыясвенной.
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Связь J,f,ежду дыханием и принцдительной вентиляцией

Во многих острых и хронических клинических ситуациях необ

ходимо использование аппарата искусственного дыхания. Иногда

бывает трудно отрегулировать аппарат так, чтобы пациент не

(О)

1

600[
(МJI) О

(Ь)

(С)

1""1""1""1",,.,,,,1,,1,1,,,,1.

о 5 10 15 20 25 30 35
С

Рис. 7.14. Захват фазы 1 : 1, уставввливающийся при взаимодействии ритмов

механического вентилятора и дыхательвого ритма у анестезированного

человека. На каждом рисунке верхняя кривая показывает ритм механического

вентилятора, средняя кривая - интегрироваивую диафрагиальную алектро

ииограмму, записанную с помощью электрода, помещенного в пищевод,

и Нижняя кривая - дыхательный объем. Пунктирные прямые отмечают

момент включения механического вентилятора, сплошная прямая - начало

дыхательной активности диафрагмы. (а) Частота вентилятора f = 24/мин,
объем вентилятора V = 400 ил, (Ь) f = 19,4/мин, v = 500 ил. (с) f=15,6/мин,

v = 600 мл. Из работы Graves et al . (1986).

т
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«сражался. с ним. В тех случаях, когда это имеет место, исполь

зуются различные стратегии: применение успокаивающих средств,

миорелаксантов или гипервентиляции. Очевидно, что весьма же

лательно отрегулировать аппарат таи, чтобы можно было получить

нвкоторый подходящий захват фазы между ритмами наполнения

воздухом легких пациента и работой аппарата. Было проведено

1.6

•
о

1.2

yv/V;

0.8 "
о

0.4
о о

• о
о

00 о

О 0.4 0.8 1.2 1.6 t .O
fv/f'

Рис. 7.15. Взаимодействие ритма механического вентилятора и собственного

дыхательного ритма у анестезированных пациентов с принудителъной

вентиляцией (объединены данные для 7 пациентов). По абсциссе отложена
частота вентилятора, отнесенная к частоте собственного ритма дыхания

в отсутствие механической вентиляции, а по ординате - объем вентилятора,

отнесенный к дыхательному объему . Приблизительво показаны границы,

отделяющие зону захвата фазы 1 : 1 от зон с верегулярвой динамикой.

Из работы Graves et al. (1986).

систематическое изучение захвата фазы дыхательного ритма у лю

дей. У анестезированных испытуемых активность диафрагмы про

слеживалась с помощью пищеводного электрода во время венти

ляции при фиксированном объеме без запуска от пациевта. В не

котором диапазоне частот и амплитуд аппарата удалось проде

монстрировать захват 1:1 (рис. 7.14,7.15). Для многих используе

мых в настоящее время аппаратов эта ситуация усложняется,

поскольку со стороны пацивнга возможны попытки к активному

дыханию, запускающие аппарат.
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Аритмия сна

Многие физиологические переменные обнаруживают суточную

периодику, возникающую в результате синхронизации цикла сна и

бодрствования и других физиологических циклов с 24-часовым су

точным римом. Однако, как показал Wever, если индивидуум жи

вет в постоянных условиях при отсутствии социальных и физичес

ких контактов с внешним окружением, то у него развивается

внутренний циркадианный ритм, отяичающийся от нормального

24-часового ритма.

М ногие психические больные с эмоциональными расстройства

ми обнаруживают отклонения от нормальных цирнадианных рит

мов. Например, многие больные, страдающиедепрессией, пробуж

даются рано и жалуются на плохой сон. Практикуюшие врачи в

настоящее время допускают, что вмешательства, направленные на

изменение циркадиапного ритма, могут иметь полезный терапев

тический эффект. Так, Wirz-J ust.ice изучает действие фармаколо

гических препаратов, в то время как Lewy и сотр. манипулируют

световым циклом.

В обыденной жизни многие из нас испытали нарушения суто

чного ритма, вызванные перелетом на реактивном самолете, и эк

спериментировали с использованием различных режимов сна, пи

тания или лекарственных средств, чтобы уменьшить их влияние.

Поскольку проведение контрольных экспериментов затруднено,

в этой области следует ожидать появления в ближайшиегоды боль

шого количества публикаций, не имеющих научной бааы. Построе

ние моделей является непростым делом, так как до сих пор невоз

можно было измерить параметры. входящие в модели, или управ

лять ими.

7.6. Заключеиие

При действии периодической стимуляции на физиологические

ритмы может происходить либо захват фазы стимулом, что приво

дит К периодической динамике , или могут возникнуть апериоди

ческие режимы. В последнем случае наблюдаются квааипериоди

ческие или вввозмущвнные ритмы при малых амплитудах стимула.

При более высоких амплитудах апериодическая динамика иногда

может быть связана с хаосом. Положение зон захвата в зависимо

сти от частоты и амплитуды обнаруживает ряд замечательных осо

бенностей . При низких амплитудах стимула наблюдается струк

тура, называемая языками Арнольда. В этом случае можно ожи

дать, что, если происходит захват кратности N:M при одной часто

те и N' :М' при другой, можно найти промежуточную частоту,

при которой наблюдается захват N + N':M + М'. Однако об

ласть частот, в которой наблюдается подобная динамика, может

оказаться настолько малой, что экспериментальные наблюдения

l-
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становятся практическв невозможными. По мере увеличения ам

плитуды стимула струнтура явынов Арнольда разрушается и мо

жет вовникнуть сложная топологическая структура. Полагают,

что явления синхронизации имеют важное значение в физиологии

и воаникают в ряде различных систем.

Пряиечаввя и литература, глава 7

7.1. Обзор энспериментальных рееильтатов

Многие исследователи проводили систематическое изучение

захвата дыхательного ритма механическим вентилятором у раз

личных млекопитающих (Fallert and МпЫетапп (1971); V ibert,
Caille and Segundo (1981); Baconnier et al. (1983). Результаты работ

Petrillo, Glass and Trippenbach (1983) и Petrillo and Glass (1984),
о которых мы сообщаем, находятся в согласии с данными, полу

ченными в других лабораториях.

Подобным образом, рядом исследователей было изучено влия

ние перводической алекгричесной стимуляции пвйсмекврной тка

ни сердца с использованием либо синусоидальных, либо импульс

ных стимулов (Reid (1969); Levy, 1ano and Z ieske (1972); Van der
Tweel. Meijler and Van Сареllе 1973; Jalife and Мое (1976); 1979;
Scott (1979); Уреу et al. (1982); Jalife and Michaels (1985». Пред

ставленные здесь экспериментальные данные по перволаческой

стимуляции агрегатов сердечных клеток эмбриона извлечены из

обширной серии эвспериментальных и теоретических исследова

ний (Guevara, Glass and Shrier (1981); Glass et аl. (1983); Glass et
аl. (1984); Guevara (1984); Guevara, Shrier and Glass (1988».

Обобщения, касающивсядействия периодическойвнешней силы

на биологические осцилляторы, подтверждаются рядом исследо

ваний, проведенных на различных системах (Perkel et al. (1964);
Pittendrigh (1965); Pavlidis (1973); Pinsker (1977); Ayers and Sel
verston (1979); Guttman, Feldman and Jakobson (1980»).

7.2. Мотематические концепции.

Математический аналив динамини периодически возмущаемых

нелинейных колебаний, вроде получаемых решением уравнения

Ван дер Поля (Van der Роl (1926); Van der Роl and Van der Mark
(1928), является трудной задачей. Характерными являются рабо

ты Cartwright and Littlewood (1945), Levinson (1949), Hayashi
(1964), Flaherty and Hoppensteadt (1978) , Levi (1981) и Gucken
heimer and Holmes (1983). Наше понимание этой проблемы еще

далеко не полно , и она, несомненно, останется привлекатедьной

областью для математического исследования в будущем.
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ОСНОВНОЙ вклад в понимание динамики обратимых круговых

отображений был сделан Poincare (1885, 1954), Denjoy (1932) и

ЛrпоЫ (1965). Математически искушенный читатель может найти

обстоятельное изложение проблемы у Арнольда (t983) и Devaney
(1986). Анализ круговых отображений представляет в настоящее

время большой интерес и обсуждается более подробно в математи

ческом приложенив.

7.3. Периодическое воэмцщение в релаксационных моделя»

Релаксационные модели нашли одно из первых своих примене

ний при изучении ответа сенсорных систем на периодическое воз

мущение (Rescigno et аl. (1970); Knight (1972); Poppele and Purple
(1974». Всестороннее рассмотрение динамики в релаксационных

моделях при периодическом воамущенвв дается в ведавней работе

Кеепег; Hoppensteadt and Rinzel (198!).
В ранних исследованиях релаксационная модель, представ

ленная на рис. 7.6, анализировалась в контексте периодически

возмущаемых релаксационных колебаний (Harker (1938); BHilder
and Roberts (1939»).

Невависвмо от этих исследований, та же самая модель рассмат

ривалась в контексте синхронизации биологических осцилляторов

(Glass and Mackey (1979Ь); Glass et а]. (1980». Эта модель была так

же предложена Winfree (198О) для изучения циркадианных рит

мов. Дальнейший анализ математических аспектов бифуркаций в

этой модели проводится в работах Кеепег (1980), Кеепег (1981)
and Keerier, Hoppensteadt and Rinzel (1981). Модификации этой

модели обсуждают Glass and Belair (1986).
I\усочно-линейные релаксационные модели ясследоваяись раз

личными авторами. Аllеп (1985) and Belair (1986) смогли опреде

лить точные границы зон фазового захвата . Lasota and Mackey
(1985) доказали существование хаотической динамики.

Релаксационные модели используются для описания дыхания

Baconnier et аl. (1983) и Petrillo апд Glass (1984). Для изучения

циркадианных ритмов эти модели были применены Winfree (1980.
1983а , 1984), Оаап and Beersma (1984) и Оаап, Beersma and Borbe
ly (1984) и обсуждены в р аботе Strogatz (1986).

7.4. Захват колебаний автогенераторов

Обсуждение хаоса , возникающего при синусоидальном воз

мущении веливейвых осцилляторов сердечной и нервной систе

мах , дается в работах J .Н. Jensen et аl. (1983), J .Н. Jensen , Chri
stiansen and Scott (1984) и Aihara et аl. (1986).

Использование разностных уравнений для определения влия

ния периодической стимуляции ввлвнейных осцилляторов ко рот-

т
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кими стимулами было первоначально описано в работах по перио

дическому возмущению нейровных осцилляторов (Perkel et аl.

(1964» и циркадианных осцилляторов (Pittendrigh (1965». Впо

следствии подобные методы были использованы при анализе раз

ли.чных систем. Основвые ревультаты ввложевы в статьях Кеllег

(1967), Pavlidis (1973), Мое et аl. (1977), Zaslavsky (1978), Scott
(1979), Pinsker (1977), Ikeda, Tsuruta and Sato (1981), Guevara,
Glass and Shrier (1981), Segundo and Kohn (1981), Уреу et аl.

(1982), Glass et аl. (1983), Guevara et al. (1983), Honerkamp (1983),
Guevara (1984) и Glass et аl. (1984).

Изучение динамики периодически возмущаемого осциллятора

Пуанкаре было предпринято Guevara and Glass (1982), Норреп

steadt and Keener (1982) и Keener and Glass (1984).

7.5. Захват фа8Ы фиаuo.логuчес~их ритмов у человека

Дыхательная синиедвоя аритмия. Это явление хорошо извест

но в клинике (например, см. Bellett (1971».
Вэаимодействиедыхательной и двигательнойсuсте.м. и коорди

нация движений конечностей; Ноордвнвцая плаввиков при плава

нии изучалась в прекрасной клвссвческойработе vоп Holst (1973),
который подметил аналогию между аритмией плавников и сер

дечной аритмией. Применепия теоретических концепций к изу

чению координации конечностей у черепах рассматриваются у

P.S.G.Stein (1977). Обширные исследования рвспвраторво-яово

моторной координации выполнены на птицах (Butler and W oakes
(1980» и млекопитающих (ВгатЫе (1982), Bramble and Сагпет

(1983)).
Энтопические пейсмехеры сердца. Модель модулированной пара

свстолив, сформулированная J alife and Мое (1976, 1979) и Мое et
аl. (1977), окнаала чрезвычайно большое влияние как на теорети

ческие (Ikeda, Tsaruta and Sato (1981); Honerkamp 1983), так и

на нливические исследования (Castellanos et аl . (1984». Обзоры по

этой теме можно найти в работах Jalife and Michaels (1985) и

G lass et аl. (1987Ь).

Связь межди дыханием и принидительнойвентиляцией.Несмот
ря на важность для клинической практики, этот феномен редко

иаучался у больных людей {Cнrzi-Dascalovaet аl. (1979); Graves
et аl. (1986».

Аритмия сна. Был предложен ряд различных математических

моделей генерациии синхронизациициркадианного ритма, основан

ных на релаксвцвовных моделях (Winfree (1980, 1983а, 1984);
Daan and Beersma (1984); Daan, Beersma and ВогЬеlу (1984» и

моделях с предельным циклом (Wever (1979); Gander et а]. (1984».
Обзор моделей см. в сборнике работ под ред. Moore-Ede and Czeis
lег (1984». Подробный обзор работ по нарушению сна дается в
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монографии Weitzman (1981). Опубликован также объемный сбор

ник трудов по циркадианным ритмам в психиатрии (Wehr and
Goodwin (1983)). Особенно ивтересные применения теоретических

идей в клинике описаны у Kripke (1983), Wirz -Justice (1983) and
Lewy, Sack and Singer (1985). Czeisler et аl. (1986) сообщают о фа

зовом сдвиге цврнадивнного ритма ярким светом. Недавно поя

вилось сообщение о фазовом сдвиге циркадванного ритма у хомя

ка транквилизаторами (Turek and Losee -О18еп (1986)).



Глава 8

Пространственные колебания

Фиавологичесние ритмы упорядочены нан в пространстве, так

и во времени. Обычно колебания обнаруживают способность к

простому волнообразному распространению, начинающемуся из

области пейсменера. Однако во многих случаях вместо перводичес

кого распространения волн , исходящих из точечного источника, на

блюдаются другие типы пространствеиной организации. В этой

главе мы обсуждаем подобные необычные режимы распростране

ния волн. Распространение волн в одномерной полоске ткани рас

сматривается в разд. 8.1, а в одномерном кольце ткани - в разд.

8.2. В раад. 8.3 мы обсуждаем распространениеволн в двумерной

системе, а в разд. 8.4 - в трехмерной системе. Полагают, что фиб

рилляция связана с аномальным риевтри, или круговым распрост

ранением возбуждения в двух- и трехмерной среде. Теоретичес

кие и экспериментальные исследования фибрилляции обсуждают

ся в разд. 8.5.

8.1. Одномерноераспространение волн

Хорошим примвром физиологическойсистемы, в которойпроис

ходит одномерное распространение волн, является мочеточник.

Мочеточники транспортируют мочу от почек к мочевому пузырю

с помощью перистальтическихволн, начинающвхся в ограничен

ной области около места соепинения мочеточника с почечной ло

ханкой, называвмой почечно-лоханочвым пейсменером. Распро

странение волн в мочеточнике можно изучать либо путем измере

ния спонтанной антивности. либо путем электрической стимуля

ции одного конца мочеточникаи измерения электрической актив

ности на противоположномконце. В опытах на интактных собаках

(рис. 8.1 а) наблюдалась передача возбуждения 1:1 при периоде

стимула, равном 4 с (верхняя запись) и 5:4 при периоде, равном

3.38 с (нижняя запись). При соотношении между частотой стиму

,1]яции И собственной частотой 5:4 длительность латентного перио

да между стимулом и следующей волной возбуждения увеличива

ется до тех пор. пока, наконец, не произойдет выпадение одного

из биений.
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Аналогичный эффект возникает при проведении импульса в

сердце человека. Несмотря на то, что сердце представляет собой

сложную трехмерную структуру, для наших целей мы будем

считать его одномерным, причем возбуждение передается по сле

дующему пути: синоатриальвый узел - предсердия - ат риоввн

трикулярный узел - пучок Гиса - волокна Пурниньв - желу

дочки. Сокращения желудочков обычно следуют за сокращениями

предсердий спустя 0.12 -0.20 с (рис. 1.2). Однако атриовентрику

лирная блокада сердца характеризуется аномальной координа-

(а)

~~~~~~~~~"-. , . . . . . . . .
• I • , • • • • • •

{мВ

~.~/~/~~~Iy~~~l
, . .. . . " . . . .

4С

1с

Рис. 8.1. Ответ мочеточника на периодическую электрическую стимуляцию.

(а) Запись, полученная от аиестеэироваввой собаки. Норогкиии штрихами

отмечены моменты приложевин стимула, сплошная кривая показывает элек

трическую активность, отводимую распояожеиныи вне мочеточника би

полярным электродом. Верхняя запись покавывает проведение t : {, когда

период стимула был равен 4 с, на нижней записи виден РИП1 Веянебаха при

периоде стимуляции, равном 3.38 с (из работы Weiss, Wagner and НоПтапп

(1968)). (Ь) Отведение электрической активности от мочеточника крысы

in vitro. Видно чередованиевысокоамплитудныхи нивноамплитудвыхответов

при периодическойстимуляции (из работы Prosser, Smith and Melton (1955»).

цией ~1еЖДУ предсерпными и желудочковыми ритмами, приводящей

к удлинению интервала между предсердными и желудочковыми сок

ращениями (АВ-блокада 1 степени), к увеличению числа предсерп

ных сокращений по сравнению с числом желудочковых сокращений

из-за блокированного проведения некоторых из предсердных бие

ний (АВ-блокада 11 степени) или к полному отсутствию координа

ции между предсердными и желудочковыми ритмами (АВ-блокада

III степени). Блокада 11 степени, при которой происходит увели

чение интервала между сокращениями предсердий и желудочков

(интервал Р - R), приводящее к выпадению биения, "оказан на

рис. 8.2а. Ритмы с увеличивающвмся латентным периодом между

т
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Рис . 8.2. (а) Электрокардиограмма,показываюшая последовательное удлинение интервала Р - н вплоть до выпаде
ния комплекса QRS. ЭТО явление навывается блокадой сердца Il степени, или ритмом Венкебаха (из работы Goldber
ger and Goldberger (1986)). (Ь) Электрокардиограмма , покааывающая чередование амплитуд кояплвкев QHS при супра-

вентрикуяярвой тахикардии (И3 работы ВеllеН (1971)).
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стимулом и возбуждением и возможным выпадением биения из

вестны теперь под названием ритмов Венпебаха.

Другое явление, возникающее как в мочеточнике, так и в серд

це, заключается в чередовании ответов на периодаческую последо

вательность импульсов. На рис. 8.1Ь покавано чередование отве

тов, которое можно наблюдать при воздействии на изолированный

препарат мочеточника быстрых периодических стимулов. Подоб

ные явления обнаруживаются в кардиологии, в элентрограммах

возникают чередования импульсов разной RМПЛИТУДЫ или элект

рических комплексов (а//'ьтерн,аnс) (рис. 8.2в). Альтернанс часто

обнаруживается при больших скоростях сердечных сокращений и

может считаться нормальным ответом, но его появление при более

низких 'скоростях часто рассматривается как признак дисфунк
ции. Несмотря на то, что ответ одномерной возбудимой ткани на

периодическую стимуляцию высокой частоты, имеющий характер

альтврнанса , встречается не так часто, как ритмы Веннебаха. 'Г~

кой ответ все же является достаточно общим, чтобы поставить воп

рос о его возможном механизме.

В заключение отметим , что периодическая стимуляция возбу

ДИМОЙ одномерной ткани при низких частотах приводит к возни

кновению периодических распросграняющихся волн возбуждения

равной амплитуды, которые следуют за периодическим стимулом в

соотношении 1:1. При увеличении частоты простое распростране

ние волн равной амплитуды в отношении 1:1 к стимулу не наблю

дается. Одним из возможных объяснений является то, что каждый

стимул по-прежнему приводит к возникновению волны возбужде

ния, но амплитуды последующих волн изменяются. Другая воз

можность состоит в том, что некоторые из волн блокируются и что

обнаруживаются ритмы вида N:M при ЛГ> м. Хотя более слож

ные типы распространенияволн также явно возможны, мы сосре

доточим внимание на атих двух главных типах динамического по

ведения.

Физиологическую основу для понимания такой динамики со

ставляют следующие три наблюдения, сделанные Майисом в на

чале века: 1) по мере увеличения частоты стимуляции скорость

распространения волны уменьшается (зависимость скорости рас

пространения от частоты называется дuсnерсионным отношением; 2)
по мере увеличения частоты стимуляции длительность возбужде

ния уменьшается; 3) после возбуждения следует временной интер

вал, называемый рефра1'Стерн,ЫJrI, периодом (6), во время которого

следующий стимул не может привести к возбуждению. Включение

этих свойств в математическую модель поаволявт частично понять

описанную выше динамику.

Схематическое изображение физиологической ситуации пред

ставлено на рис. 8.3. Стимул (81) вызывает возбуждение после

неиоторой задержни (8 R j ) . Длительность потенциала действия
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(Арп) при возбуждении, вызываемом стимулом S i, обозначается

APD i • Стимул И результирующая волна возбуждения часто из

меряются в различных участках изучаемой системы. Хотя в реа

льных условиях SR i И А'И), могут зависеть от состояния, пред

шествовавшего стимуляции, мы допускаем, что длительность

,S RH АРОн

----,

I

Рис. 8.З. Схематическая диаграмма , поназывающая периодическую стиму;

ляцию возбудимой ткани с интерв алом времени ts между последовательными

стимулами. S R i обозначает интервал от г-го стимула до начала следующего

потенциала действия, а АРD i - длительность г-го потенциала действия.

этих интервалов является функцией времени от окончания пред

шествующего возбуждения до момента приложевин стимула S ё .

Обозначая временной интервал между стимулами через [... имеем

SR j = F Ов - SRj_I-АРDi_ l ) (8.1а)

APD j = G (t&-SRi_l-АРDi~) (8.1б)

где F и r, - искомые функции. Хотя уравнения (R.1а ,б) выписаны

для распространения волн в распределенных системах, они при

менимы также к пространственно гомогенным системам, в кото

рых стимул и ответ на него измеряются в одной и той же точке.

Насколько нам известно, общий анализ уравнений (В.Га.б) не

проводился. однако, были рассмотрены два специальных случая.

В первом случае мы полагаем, что длительность воабужпвни я

является постоянной и что, следовательно ,

зн, = F (ts - SR i - 1 ) . (8.2)

в алекгрофвэиологиа сердца функция F изучалась в связи с рас

пространением потенциалов действия через АВ узел. Функция F
называется кривой восстановления (recovery сцгев). В этом случае

интервал S -R соответствует времени от начала зубца Р на эиг

до начала комплексаQRS (рис. 1.2). С начала этого века было при

нято считать, что интервал Р -R есть убывающая функция пред

шествующего интервала Р -R и что АВ-кривая восстановления

может использоваться для вычисления эффектов периодической

стимуляции как функции частоты периодических стимулов.

Чтобы проиллюстрировать использование кривой восстанов

ления в прантичесних ситуациях, рассмотрим следующий случай.
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Внутрипредсердный электрод используется для перволяческой

стимуляции сердца чеЛО8ека и записывается активность в пучке

Гиса. Интервал между стимулом и началом активности в пучке

Гиса обозначается как интервал S-Н. При периоде стимуляции

равном 440 мс возникает блокада Веннебаха. при когорой на 1t
еокращений предсердий приходятоя 10 сокращений желудочков

(11:10 АВ-блокада) (рис. 8.4а). Последовательные измерения ин

тервала S -Н как функции его предшествующего значения пока

заны на рис. 8.4. Данные могут аппроксимироватъсяэкспонвнци

альной функцией

SH = SHппп +a.1e- HS/'t1 для HS> в, (8.3)

где SHmln = 230 мс, (1;\ = 308 мс, 'tl = 111 мс и в 50 мс. Ис-

пользуя кривую восстановления уравнения (8.3), мы получаем

зн, = SHmln +(1;le-(Nts-SНi-1 ) / 't1 • (8.4)

где N есть наименьшее целое число, такое, что Nt s - SH i -1 >
--в.

Итерируя уравнение (8.4) , можно определить данамаку для

любого значения t s ' Графичеснан итерация для t.~ = 442 мс дает

ритм Венкебаха 10: 9 (рис . 8.4с). На рис. 8.4d показано отношение

между числом проводимых биений и числом стимулов, р, как фун

кция t s• Рисунои представляет собой график функции Кантора.

Поскольку число шагов, в основном невообразимо малого разме

ра , бвсконвчно , графин фуннции Кантора иногда называют дья

вольской лестницей.

Результаты, представленные на рис. 8.4d, имеют весьма общий

характер. Для любой монотонно убывающей кривой восстановле

ния, подобной той, которая показана на рис. 8.4Ь, проведение бу

дет описываться функцией Кантора. 'Гаким образом, мы наблюда

ем классаческие ритмы Веннебаха вида N : N - 1, а также более

сложные их варианты . Твквм образом, итерация разностного ура

внения служит для общего представления и нлассификации рИТ-

Рис. 8.4. (а) Электронардиографическое отведение 11 и аленгрограмма пучка

Гиса (НВЕ), записанная у пациента во время стимуляции предсердий при

интервале S - 5, равном 440 мс, S обозначает артефакт стимуляции, Н 
откловения , обусловленные активностью пучка Гиса. Интервал времени от

каждого стимула до следующего пика активности пучка Гиса указан в мс,

(Из работы Levy et аl. (1974а).) (Ь) Решение уравнения (8.4) при ts = 442 МС.
Поназав цикл, соответствующиii АВ блокаде 10 : 9. Коэффициент проведения

р (число сокращений желудочков, отнесенное к числу стимулов) как функция

с , вычислялся из уравнения (8.4) для значений параметров. указанных в (Ь).

Эта кривая называется функцией Кантора (Mandelbrot (1977,1982)). Из работы
Glass , Guevara and Shrier (1 9 87а).
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мов Венкебаха и связанных с ними аритмий, основанных на бифур

кациях, предсказанных по кривой восстановления.

Рассмотрим теперь уравнение (8.1) во втором случае, в котором

время SR i остается постоянным, но APD изменяется. В частности,

рассмотрим действие периодической стимуляции на пространст-
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Рис. 8.5. (а) Внутриклеточная регистрация трансмембранного потенциала

при периодической стимуляции агрегата сердечных клеток, находящихся

в состоянии покоя. В верхней записи период стимуляции равен 300 МС, в ниж

ней записи - 180 мс. Налибровка по вертикали - 50 иВ, по горизонтали 
300 мс . (Ь) Длительность потенциала действия как функция времени восста

новления л.. (с) Решение уравнения (8.6) при ' 8 = 170 ыс. Наблюдается устой
чивый цикл С чередованием А Рп можду 94 мс и 156 мс (ритм 2 : 2) и устой

чивое стационарное состояние, в котором АРп = 187 мс (ритм 2 : 1). (d) Би

фуркационная диаграмма, понааываюшая АРп как функцию частоты сти

муляции [, Сплошные линии показывают теоретические результаты, треуголь

никами отмечены энсперииентальные данные. И:~ работы Guevara с! а1.
(1984) .

венно однородные возбудимые агрегаты клеток из сердца эмбриона

цыпленка, которое не находится в состоянии спонтанных биений.

На рис. 8.5а покваан ответ этого препарата на периодическое воз

буждение при t s = 180 мс. Видно чередование APD, которое не

наблюдается при частотах стимуляции, при которых t s > 200 мс.

Функция, описывающая зависимость А PD от времени, проходя

щего от окончания предыдущего потенциала действия до момента
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првложенвя стиму..ла, называется кривой восстановления элентри

ческого состояния (electrical restitution сцгее). Эта кривая может

аппроксимироваться экспоненциальной функцией

APD = АРптn х -а2е- Л/т. . , (8.5)

где АРптах - максимальная Арп, л - время, прошедшее от

окончания предшествующего потенциала действия до стимула, а

а2 и 1:2 - положительные константы. График кривой восстанов

ления электрического состояния понаван на рис. 8.5Ь. Попстанов
ка уравнен ая (8.5) в уравнение (8.1) дает

APD = АРп _a"e-(Nls-·4.РDi_1) / т. · (8.в)i шах _ ,

где N - наименьшее целое число, такое, что Nt,~ - APD i - 1 > 8.
В уравнении (8.6) возникает бифуркация удвоения периода при

условии, что '1:2 In (а2 1 '1:2 » е при критической частоте стимуля

ции j*, где 1//* = АРптах - '1:2 + '1:2 lп (azl '1:2 ) . При критической

частоте стимуляции АРп = APDm ax - 1:2 И время восстановле

ния равно '1:2 10 (~2/'1:2)' Таким образом, в этой экспериментальной

системе альтернанс идентифицируется с бифуркацией удвоения пе

риода. Графическое решение уравнения (8.Н) покааано на рис.

8.5с для t s = 170 мс. При таком периоде стимуляции возможны два

типа устойчивого асимптотического поведения, соответствующие

альгернансу, а также ритмы вида 2: 1. Вычисленные значения APD
как функции частоты стимуляции првдстввлены на рис. 8.5d.
Теоретические расчеты указывают на появление альтврванса, но

не дают точного значенияAPD дЛЯ диапазона частот стимуляции,

в котором альгернанснаблюдалсяэкспериментально.Теория пред

сказывает бистабильностьдля динамичеснихсостояний 1 : 1 и 2 : 1
и динамических состояний 2 : 2 и 2 : 1. Бистабильность в проведении

через АВ-узел наблюдалась Майисом. но нам неизвестны другие

случаи этого явления в АВ проведении. хотя оно наблюдалось ЩШ

периодической стимуляции спонтанно пульсирующих агрегатов

клеток сердца куриного эмбриона.

До сих пор мы рассматривали одномерное распроетранение

возбуждения, которое позволяет использовать разностное урав

нение для анализа динамических свойств. Однако, физиологичес

ки важные и математически более сложные ситуации также были

изучены. Мы кратко прокомментируем две из них - распростра

нение потенциалов действия в нерве и других возбудимых систе

мах и электрическую активность тонкой кишки.

Существует большое количество работ по распространению эле

ктрической активности в нерве, использующих модель Ходжкина 
Хаксли или ее модификации. Так как нервные клетки передают

возбуждение с помощью незатухающих потенциалов действия,

модели нервных клеток, сформулированные в виде дифференциаль

ных уравнений в частных проазводных, должны обладать способ-
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ностью К устойчивому проведению. Однако строгое доказатель

ство существования и устойчивости распростраияющвхея волн в

конкрвтвых случаях представляет трудную задачу. Для одномер

ного случая были получены аналитически некоторые доказатель

ства существования и устойчивости решений, имеющих форму рас

пространяющихся волн, но реалистические модели проводящей

системы сердца изучались только численными методами.

В качестве последнего примера рассмотрим электрическую ак

тивность тонкой КИШКИ. Мы уже упоминали медленную волновую
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Рис. 8.6. Циклическая двигательная активностъ в нижнем сфинктере пище

вода (LES) и в желудке и мигрирующиемоторные комплексы (ММС) в топкой

кишке собаки, записанные с помощью тензодатчинов. Цифры в начале запи

сей активности тонной кишки указывают расстояние (в см) от привратвина.

Из работы Sarna (1985).

активность в продольных мышечных клетках тонкой кишки (рис.

5.1). Существует градиент частот медленной волновой активности

кишки: у людей частота волн в области двенадцатиперстнойкишки

составляет 12 мин " и уменьшается аборапьно до 8 мян" В конеч

ном отрезке подвздошной КИШКи. Связь между низкочастотными

колебаниями приводит к возникновению частотных плато по мере

продвижения вдоль нишки с нарасз анивм сдвига фазы в пределах

одного плато. Низкочастотные колебания не связаны с сокраще

ниями, если только не происходит наложения спайков на пик мед

ленных волн (гл. 5.1). У голодающих людей обнаруживаются по

разительные мигририющие миоэлектрические комплексы (ММН),

связанныес кишечнымисокращениями,которыемедленнопроходят

по длине кишки, примерно за 90 мин (рис. 8.6). Когда ММК про

ходит через определенный участок нишкв, воанинают регулярн ые

всплески активности с частотой, задаваемой ниэкочастотным ко ле-
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банием. Эта активность заним ает примерно 20 мин из 90-МИНУТIIОГО

ММК-цикла. В остальное время ММК-цикла либо не происходит

никаких сокращений, либо сокращения имеют нерегулярный ха

рактер. Прием еды устраняет ММК-активность, и возникают два

различных типа кишечных сокращений. Перистальтические волны

проходят аборально вдоль тонкой кишки на короткие расстояния

(1-4 см) со скоростью, аадаваемой кажущейся скоростью медлен

ных волн. Сегментацияпредставляетсобой локализованныесокра

щения, которые не координируются с сокращениями, происходя

щими выше или ниже. Ноординадия этих различных ритмических

актавносгей является сложной проблемой, которая еще не полу

чила полного объяснения.

8.2. Распространение волн в кольце ткани

Нольца ткани , вырезанные из мантии медузы , изучались в на

чале этого века Мойером. Некоторое время спустя распростране

ние волн в кольцах сердечной ткани исследовали Майнс и Гарри.

В ответ на стимуляцию ткани одиночным стимулом генерирова

лись волны сокращения , которые распространялась в обоих нап

равлениях от точки стимуляции и аннигилировали при столкно

вении. Однако, если частота стимуляции возрастала, часто возни

кала ситуация, в которой волны продолжали распространяться в

одном направлении даже после того, как стимуляция прорывалась.

Если обозначить скорость распространения v, длину пути l и

рефрактерный период 6, то устойчивая циркуляция волны воз

можна только при l/ v > 6. Наблюдение таких циркулирующих

или "руговых воян в сердечной ткани послужило эксперименталь

ным подтверждением гипотезы о том, что некоторые сердечные арит

мии могут быть обусловлены механизмами циркуляции , или

риентри , которые допускают многократное прохождение возбуж

дения через сердечную мышцу.

Механизмы, приводящие к установлению циркулирующего

вовбуждения , совсем не очевидны. Одно из возможных объяснений

состоит в том, что возникает однонаправленный бло« в сердечной

ткани , который ограничивает проведение активности в одном нап

равлении, но не влияет на проведение в другом.

Блок проведения , обусловленный увеличением рефракгврного

периода, также может приводить к установлению кругового воз

б уждения . Рассмотрим случай, покааанный на рис. 8.7. Допустим ,

что рефрактерный период имеет одно и то же значение 6 во всех

точках кольца ткани, за исключением небольшого участка, в ко

70рОМ он равен 6'. Возбуждение, возникающее в данной точке

ткани в результате ее стимуляции, распространяетсясо скоростью

v, а расстояние от точки стимуляции до области с увеличенной ре

фрактерностью равно 11 при движении по часовой стрелке и l2
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против часовой стрелки, причем l2 > l1' Допустим, что два стиму

ла принладываются с интервалом ts , причем е < t s < е'. Первый

импульс проходит через ткань в обоих нвправлениях и аннигили

рует. Второй импульс также распространяется в обоих направле

ниях, но , так как t s < 8', возбуждение, рвспространяюшеесяпо

часовой стрелке, блокируется, когда оно достигает рефрактерной
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Ри с. 8.7. Схематическая диаграмма распространения волны в кольце ткани.

Рефракторвый период равен 6 в веваштриховаввой области и 6' в заштри
хованной области, причем О' > О. Если ткань стимулируется дважды в точ
ке S с интервалом между стимулами ts , причем 0< ts < 6' и ts > lj /V +
+ е' - [2/2, то генерируется волна возбуждения, циркулирующая в направ-

лении против часовой стрелки.

области. Однако при условии, что t" > ll/v + 8' - l2/V, второй
импульс достигает области с повышенной рефрактерностью после

того , как она становится возбудимой, и в результате возникает

циркулирующая волна возбуждения .

Винер и Розенблют (\Viener. RoseIlblHeth) понавали теоретичес

ки в 194б г., что в ткани с одним и тем же рефрактерным периодом

во всех точках цирнулирующая волна возбуждения может генери

роваться двумя стимулами, првложенными к ткани в различное

время и в различных участках, так что второй стимул приходится

на конец рефрактврного периода одной из распросграняюшихся

волн. Как следствие этого, второй стимул вызывает волну, расп

ространяющуюся только в одном направлении. Теперь в кольце

ткани существуют OДHOBpe~eHHO три волны, причем две из них

распространяются в одном направлевии, а третья в противополож

ном направлении. Пара волн, движущихся в противоположных

направлениях , аннпгилируют, а третья остается в виде циркули

рующей волны возбуждения. Легко заметить, что циркуляция волн

возможна на полосках ткани с барьером, при условии, что пери

метр барьера достаточно велик, так что llv > е.

т
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Прианание того, что волны, циркулирующие вокруг отверстия

или барьера, могут устойчиво поддерживаться , является важным

для понимания физиологии сердца. Почти 70 лет назад Льюис

(Lewis) показал путем картирования потенциалов действия на

поверхности сердца собаки, что устойчиво циркулирующие волны

могут существовать вокруг отверстий крупных вен на правом пред

сердин . Льюис предположил, что такая циркулирующая волна

связана с трепетанием предсердай. Другой пример кругового дви

жения наблюдается у больных с ДОПОЛНИ1'ельными путями между

предсерднями и желудочками. У таких больных иногда возникают

тахикардии, при которых возможно появление кругового движе

ния в результате нормального антероградного проведения через

АВ-узел и ретроградного проведения через аномальный дополни

тельный путь. Обычно лечение таких тахикардий состоит в хирур

гическом иссечении дополнительного пути, что приводит К разру

шению петли риентри. У других больных тахикардии. по-видимо

му, возникают из-за кругового движения вокруг аневризмы или

зоны инфаркта.

8.3. Волны и спирали в двумерной среде

рассмотрим гипотетический эксперимент, н котором цирку

лирующая волна возбуждения возникает в кольце ткани; по мере

распространения волны отверстие сужается, пока, в конце кон

цов, не исчезнет совсем. Что случится с волной? С первого взгля

да может покаваться, что сохранение циркулирующейволны было

бы невозможно, т.к, не существует механизма, с помощью которо

го волна могла бы продолжать циркулировать вокруг отверстия

нулевой окружвости. Однако, нак это ни удивительно, волны могут

продолжать циркулировать.

Существуют фундаментальные проблемы, связанные с наблю

дением двумерных и трехмерных волн. В то время нан распростра

нение одномерной волны можно проследить с помощью относитель

но нвбольшого числа измерительных устройств, располагаемых по

длине возбудимой системы, в средах большей размерности необ

ходимо либо наблюдать распространение волн визуально, либо

иметь большое число измерительных устройств, чтобы проделать

адекватные замеры по всему пространству. Нак мы уже обсуждали,

изучение распространения волн в возбудимых средах было облег

чено проведением экспериментов с реакцией Белоусова- Жабо

тинского, в которой наблюдаются ионцентрические волны и спи

рали (рис. 1.12).
Эта сложная химическая феноменология может оказаться со

вершенно непригодной для объяснения пространствеиной дина

мини в физиологии. Однако мы полагаем, что понимание механиз

ма распространения таких химических волн будет играть ключе-
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вую роль В понимании сложных сердечных аритмий, и ритмов и

аритмий в других прострвнственво протяженных возбудимых тка

нях. В остальной части этого раздела мы подытоживаем некоторые

из главных работ по распространению двумерных волн в физиоло

гии.

В 1924 г. Гэрри (Garry), изучавший круговое движение на сер

дце черепахи, впервые описал циркуляцию возбуждения в серде

чной ткани, в которой не было явного анат~мического барьера.

Он наблюдал, что « локальная фарадизация [электрическая сти

муляция], ограниченная одним участком на предсердии, иниции

ровала круговое нерегулярное движение вокруг этого участка.

Диаметр этого внутримышечногоконтура не был точно определен

(около 1 см или более). Вся остальная часть предсердия отвечала

на каждый цикл координированным сокращением, повгорявшвися

регулярно 159 раз в минуту». Это И другие подобные наблюдения

послужили основой для первого теоретического исследования

риентри и фибриляяции, яроведенного в 1946 г. Винером и Ро

венблютом , предложившими модель , в которой пространство и

время были непрерывны, а состояние сердечной мышцы описыва

лось одной переменной . Вслед за мгновенным возбуждением ткань

становилась рефрактерной на некоторое время , а затем ее возбу

димость восстанавливалась. Несмотря на то, что они показали воз

можность кругового движения вокруг достаточно большого барье

ра , их модель, по-видимому, не могла дать циркуляцию при отсут

ствви барьера , но они не могли доказать это. Вивер и Роаевблют,

очевидно, были обеспокоены наблюдениями Гарри, которые не сов

падали с теоретической моделью, и поэтому они высказали пред

положение, что в работе Гарри «в стимулируемой области непред

намеренно создавалось какое-то искусственное временное препят

отвие».

Послед ующие работы однозначно установили существование

устойчивого кругового движения в двумерной среде даже в отсут

ствие барьера. Доказательством этому служат различные экспе

риментальные и теоретические работы , которые более полно расс

матриваются в разделе «Примечавия и лите ратура» . Вкратце мож

но сказать, что это доказательство основано на следующих фактах.

1. Устойчивые спиральные волны наблюдаются в неживых воз

будимых системах - например, в двумерной сетке из железной

проволоки, потруженной в азотную кислоту, которая в 1963 г.

была предложена Naguтo и согр. в качестве физической модели

нервного возбуждения, и в реакции Белоусова - Жаботинского.

2. Устойчивые спиральные волны наблюдаются в живых возбу

димых системах. Первое сообщение об этом было сделано в рабо

те Gerisch, который наблюдал спиральные волны в агрегврующих

слизевиках. У слизевиков происходит агрегация вок

руг пейсмекера, который периодически высвобождает некоторое

т
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количество циклического аденозинмонофосфата. Кроме того, в

1977 г. Allessie и сотр, продемонстрировалициркуляцию возбуж

дения в предсердии кролика в отсутствие каких бы то ни было ба

рьеров, используя множественные электроды для записи круго

вого движения. Их гипотеза о ведущем цик.и предполагала, что

цинличесновдвижение в отсутствие барьера может объяснить арит

мии, воаникающие по механизму риентри.

3. Спиральные волны получены в численных моделях клеточ

ных автоматов. В этих системах время и пространство дискретны.

Состояние клетки в данный момент есть функция состояний со

седних клеток в предшествующие моменты времени. В 1961 г.

Farley и Clark впервые наблюдали спирали в моделях нервных

сетей. Мое и сотр., пытаясь понять механизм фибрилляции,сфор

мулировали модель илеточных автоматов для миокарда - гетеро

генную по рефрактерным периодам, - которая давала сложное

циркулирующее возбуждение в ответ на стимуляцию. I.H .Smith
и R.l.Соhеп недавно вновь исследовали эту модель; они изучали

изменение ее поведения в ответ на постепенноеувеличение частоты

стимуляции и наблюдали сложные периодичности, а также слож

ное циркулирующее возбуждение.

4. Спиральные волны наблюдаются в численных эксперимен

тах и при теоретическом анализе непрерывных нелинейных систем.

В заключение отметим, что в двумерньiх возбудимых средах

могут быть обнаружены простые ионцентрические волны, а также

более сложные спиральные волны. Доказательством этому служат

эксперименты на химических и биохимических системах, а также

численные исследования и теоретический анализ математичесиих

моделей этих систем. Подробное обсуждение физиологического

значения этих работ для понимания фибрилляции переносится В

раздел 8.5.

8.4. Организующиецентры в трехмернойсреде

Реальные биологические системы являются трехмерными, а не

одно- или двумерными. Трехмернаяструктура биологической тка

ни должна играть важную роль в тех случаях, в которых все три

пространственных размера примерно сравнимы - например, в

желудочках сердца и, возможно, в структурах коры головного

мозга. Наблюдение возбуждения в трехмерной среде - это труд

ная задача, и основные результаты получены в основном теорети

чески, Решающие успехи в повиманва геометрии распространения

возбуждения в трехмерной среде достигнуты Winfree и Strogatz.
Один из способов получения трехмерной волны состоит в том,

чтобы сдвинуть спиральныеволны в направлении,перпендикуляр

ном исходной плоскости. Возникающие в результате этого вихре

вые волны покаааны на рис. 8.8. В этом случае ось вихря достигает
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границы трехмерной среды. Существует также возможность того,

что ось вихря моя..ет образовать петлю при смыканив ее концов,

как покааано на рис . 8.9а. На рис. 8.9Ь цокааана реакция Белоусо

ва - Жаботинсного в трехмерной среде. Сходство этого рисунка С

Рис. 8.8. Трехмерный вихрь, тонкий срез которого имеет вид спиральной

волны (см. рис. 1.12). Из работы Winfree (1973а).

рис. 8.9а пораэитвльно. Вихревое кольцо на рис. 8.9а представля

ет собой всего лишь начало серии теоретически возможных колец

возрастающей сложности, которые связаны между собой.

8.5. Фибрвлляция И другие нарушения

Внезапная смерть от сердечной болезни, при которой развива

ется аритмия с фатальным исходом без каких-либо предваритель

ных симптомов, убивает в США ежегодно свыше 400000 человен.

В некоторых случаях аритмия представляет собой бродинардизо

(низкая скорость сердечных сокращений), но в большинствеслуча

ев это тахикардия (высокая скорость сердечных сокращений),

которая часто начинается в желудочках. Хотя сначала тахикардии

передко имеют довольно регулярный характер, они обычно пере

ходят в иизновмплитудные. нерегулярные волны, отражающие на

ЭI-\Г наличие «фибрилляции» в сердце. Со времени илассическах

исследований, выполненных Mines в 1914 г. и Wiggers и \Vegria
в 1940 Г., известно, что фибрилляцию можно танже индуцировать
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в нормальном сердце электрической стимуляцией миокарда. Та

ким образом , ясно, что фибрилляция отражает аномальную ор

ганизацию сердечной активности. Желание понять эту аномаль

ную организацию и разработать средства для предотвращения фиб

рилляции лежит в основе многих исследований пространственной

организации активности возбудимых сред.

Первое описание фибрилляции было дано Gal'rey в 1924 г.

Так как его работа стимулировала дальнейшие исследования, мы

приводим пространную цитату:

Общий процесс фибрилляционного сокращения сердечной мыш

цы может быть описан как некоорцинированный, неупорядо

ченный и чрезвычайно првчупливый сократительный процесс,

при котором нормальные систола и диастола больше не наблю

даются, и возникает впечатление, что отдельные волокна или

группы волокон сокращаются независимо (отсюда название

фибрилляция). В то время как некоторые участки фибрилли

рующей ткани находятся в состоянии покоя, примыкающие к

ним участки или участки, сильно удаленные друг от друга, мо

гут синхронно сокращаться. На поверхности фибриллирующей

камеры имеются области тонких подергиваний, трепетаний ИЛИ

дрожательных движений, сочетающихся с более грубым ун

дулирующим характером мышечных сокращений, которые мед

ленно распространяются по всей мышечной массе то в одном

направлении, то в другом, причем при их продвижении непре

рывно возникают зоны блока в результате их взаимодействия

с другими волнами, В одном и том же сердце иногда могут на

блюдаться любые градации, от условий, при которых преобла

дают грубые ундулирующие движения, которые Kronecker
(1986) назвал перекатыванием - движением, сравнимым с бур

ной перистальтиной - до условий, в которых фибри:ллирующая

ткань имеет вид дрожащей массы. либо обнаруживает грубые

быстрые трепетания с наложенными на них тонкими подерги

ваниями волокон (Roblnson (1913)). Наной бы бурной и хаоти

чной ни навалась фибрилляция, анализ поназывает , что о ней

можно говорить как о сонратительном вихре (maelstrom), по

скольну сокращения, по-видимому, не являются независимыми

друг от друга, а сократительный испульс распространяется по

кольцеобрааному пути, многократно возвращаясь в данную об

ласть и вновь возбуждая ее после завершения каждого цикла

(Garrey, Mines). Эта идея о «ловушне для волн», высказанная

Garrey и Mines, в настоящее время принята экспериментато

рами (см. ниже).

J\асаясь теоретического описания механизма, который приво

дит к фибриляяции, Garrey опять высказывается удивительно

проэрачно:
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Импульсы могут распространяться во всевозможных

направлениях, причем их продвижение ограничивается только

существованием или возникновением зон локализованного бло

ка в массе ткани. Такие зоны отводят импульс в другие , болвв

окольные пути, и заблокированная область может участвовать

в сокращении только после того, как импульс, который прошел

через другие участки желудочка, приблизится к ней с другой

стороны; эта область, в свою очередь, становится центром, из

которого продолжается продвижение сокращения, опять с из

менением направления, вызванным другими зонами блока.

Существование таких зон, и особенно зон временного характе

ра и плавающего местоположения , было отмечено в экспери

ментах, подробно описанных выше. Такие условия делают

возможным распространение волны сокращения в серии коль

цеобразных замкнутых путей с плавающим положенаем и мно

гократным усложнение м. Именно в этих круговых сокраще

ниях, определяемых наличием блоков , мы видим сущность

явлений фибрилляции.

Эти наблюдения подтверждаются многими исследованиями

фибрилляции , проведеиными в последнее время, и предвосхищают

их. Они согласуются с предположением Мое и сотр. о том, что фиб

рилляция обусловлена блужданием множества небольшах волн в

миокарде, и с тем особым значением , которое придается русской

школой (как видно из работы l\ринского) «ревербераторам» и раз

множению ревербераторов в образовании множественных путей

риентрв. Подчеркивание важности кругового движения как осно

вы для фибрилляции в недавней работе W infl'ee также находится

в согласии с ранними высказываниями Garry.
Развитие микроалентроднойтехники и компьютеровпозволило

провести изящные физиологические всследования тахикардии И

фибрвлляции винтактном миокарде. AHessie и сотр. наблюдали

круговое движение в предсердиях кролика, а совсем недавно они

обнаружили сложное распространение ВОЛН , которое, по

видимому, аналогично распространению вебольших множествен

ных волн, предсказанных на основании численных исследований

Мое. Яркий пример был получен в работе Downar и сотр. при реги

страции активности эпикарда желудочков во время хирургичес

кой операции на людях. Врвщвющиеся спиральные волны, подоб

ные тем, которые наблюдал Allessie в предсердиях кролика, иаблю-

Рис. 8.9. Трехмервые волны, образованные соединением краев вихря на

рис. 8.8 . ( а) Изображение, полученное на компьютере (из работы \Vin free
and Strogatz (1984Ь)). (Ь) Реакция Белоусова - Жаботинского , в которой
обнаруживается та же самая геометрия (из работы \Velsh, Goroatam and
Burgess (1983)).



180 Гл. 8. Простраиственные колебания
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дались во время приступа вентрикулярнойтахикардии (рис. 8.1.0).
El-Sherif и сотр. изучалитипы активациив течение1-5 дней после

перевязки коронарнойартерив у собак. Был обнаружен тип акти

вации, при котором «два волновыхфронта распространяются,вра

щаясь в противоположных направлениях вокруг двух зон (дуг)

j,..,J~-1JJJtJ(!;j!((!"f{/r rrrrfj( rrrrr rrгrГ/Г(!
I ~ Г,. ; JJj) ))))) )))j))r)J,) ))

J,-1~rll!1/ г(fJ!t /1'if'/'f!!!t!ftl'/!1/f'f'!'f'flIli. .
f,-!r;гfl.d;';J.j!!~(,1((((((/I(I(I.I((!((.1(.(.(!((

Рис. 8.10. Эпикардиальвое картирование активации желудочков, записанное

у людей во время программнруеиой стимуляции. На нижнем рисунке пока

завы три локальных эпикардиальных алектрограииы при переходе от про

граммируеиой стимуляции (стрелки) к стойкой вентикулярной тахикардии.

На верхнем рисунке показавы эпикардиальвые карты с последовательными

волновыми фронтами возбуждения, движущимися с интервалом 12 ис, для

двух последовательных циклов тахикардии. Активация циркулировала во

нруг верхушки сердца, как при трепетании желудочков . Из работы Downar
et а1. (1984).

функционального блока проведения». Представляется увленат ель

ной гипотеза о том, что эти две цирнулирующие волны могут быть

аналогичны противоположно направленным вращениям, часто

возникающим в реакции Белоусова - Жаботинсного (рис. 1.12Ь).

С практической точки зрения одним из ключевых аспектов ис

следования фибрилляцив является определение того, как этот

процесс развивается в сердечной ткани. Один из способов такого

определения состоит в повторной периодической стимуляции одно

го участка на миокарде. Численное моделирование, проведенное

~10e et. аl и J.М. Smith and R.J. СоЬеп, показывает, что такая пе

риодическая стимуляци я при достаточно большой частоте вызы-
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вает поведение, напоминающее фибрилляцию, которая возникает

после прекращения стимуляции в среде с перемепным рефракторным

периодом. Интригующий результат моделирования состоит в том,

что при частотах стимуляции несколько ниже тех, при которых

возникает фибрилляция, наблюдаются сложные периодичности

(такие, как альтернансы или ритмы с кратными периодами) . Эти

ритмы обусловлены переменной проводимостью вокруг и через

области с большим рефрактерным периодом и не связаны с кас

кадами удвоения периода, наблюдавшимвся в немонотонных од

номерных отображениях.

Другой результат моделирования указывает на то, что альтер

нансы иногда наблюдаются до начала фибрилляции. Эти данные

представляют интерес, так как из экспериментов на собаках изве

стно, что альтвраавс в морфологии Т-зубца связан с понижевием

порога венгрикулярной дефибрилляции. Хотя возникает искуше

ние предположить, что такой альгернанс может быть частью кас

када удвоения периода, приводящего к хаосу (т.в. фибрилляции),

четкий механизм генерации такого каскада не был предложен. Как

обсуждалось в разд. 8.1, альтернирующийответ сердечной ткани

на стимуляциюпри высоких частотах может быть обусловлен би

фуркацией удвоения периода (которая не является частью каска

да). Таким образом, появление альтернанса до начала фибрилля

ции в ответ на быструюстимуляциютребуеттщательногои строгого

анализа. В настоящее время проведение аналогий между фибрил

ляцией и хаосом, наблюдаемым в одномерных отображениях, не

оправдано.

Второй способ индуцирования фибрилляции заключается в

нанесении одиночного электрического удара в критической фазе

(названнойWiggers и Wergia уязвuм,ой фазой) сердечного цикла во

время рефрактерного периода желудочков. Такой выбор времени

клинически важен, так как фибрилляция, возникающая в клини

ке в связи с частой антопией, вередко связывается с умвньшени

ем антопических биений во время реполяриаацви желудочков 
наложением R на Т. Кроме того, индукция фибрилляции предсер

дий часто связывается с преждевременным их сокращением, кото

рое ослабевает во время фазы реполяривацив. Как показал

Winfree, одиночный стимул, наносимый во время рефрактерного

. периода, моя..ет привести к возникновению активности типа спира

льной волны. Если время действия стимула выбрано так , что он

генерирует волну, которая пересекает зону рефрактерности, ос

тающуюся после распростравяющейся волны, то концы возбуж

денной волны могут закручиваться, давая начало двум спираль

ным волнам, врашаюшимся в противоположных направлениях.

Таким образом , одиночный удар, наносимый на спонтанно осцил

лирующую гомогенную ткань, может привести f\ постепенному

сдвигу фазы, завершающемуся возникновением спиральных во лн.
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Однако доказательства, предложенные Winfree па основе рассмот

рения фазовых сдвигов, не могут быть прямо применены к фибрил

ляции, так как в случае фибрилляпии сердца средой служит воз

будимая. но не спонтанно осциллирующая ткань. Тем не менее,

вывод о том, что круговоедвижениеможет возникать в гомогенной

ткани, важен и отличаетсяот других гипотез, основанных на неод

нородаости рвфрактерных периодов.

Ввиду сложной природы фибрилляции возник интерес к раз

витию количественных мер для ее характеристики. Однако пос

кольку фибрилляция не является стационарным пропессом и по

скольку в различныхсистемахона может иметь различные харак

теристики. количественныеисследования связаны с неизбежными

трудностями. Вычисление спектров мощности во время желудоч

ковой фибрилляции и автокорреляцииво время предсерпнойфиб

рилляции обнаруживаютчеткие периодичности,которые могут от

ражать присутствие регулярного периодического кругового дви

жения или локализованных пейсменеров. Важно осознавать, что

автокорреляционныефункции, спектры мощности или вычисления

размерности, основанные па электрокардиограммах, отводимых с

поверхности. являются грубыми характеристикамифибрилляции.

До сих пор мы рассматривалифибрилляциюи циркулирующие

волны в сердечной ткани, однако ясно, что круговое движение и

фибрилляциямогут возникать в любой возбудимой ткани. Приме

рами тканей, в которых изучалось круговое движение, являются

кора головного мозга крысы и сетчатка глаза цыпленка. Эти ис

следования основывались на более ранних наблюдениях волн

распространяющейся кортикальной депрессии, возникающих в

ревультате воздействия на нервную ткань хлористого калия.

Медленное распространениеволн (2-4 мм/мин) в этом случае по

добно распространению волн при джексоновской эпилепсии и

сцинтиллврующей скотоме во время приступа мигрени.

На рис. 8.11 представлены отведения от двух точек коры голо

вного мозга крысы во время прохождения волн циркулирующей

депрессии. Появление альтернирующих уровней активности вы

зывает особый интерес. Это может быть связано с альтернансом,

описанным в разд. 8. t , что служит основанием для дальнейших ис

следований.

Другим органом, в котором можно ожидать возникновения кру

гового движения, является желудок , но нам не известно ни одно

хорошо документированное описание кругового движения в этом

органе. Однако недавно Уоп и сотр. описали больного с отклоне

ниями подвижности желудочно-кишечного тракта (mахuгасmрuя) ,

характериаующимися сильной тошнотой, рвотой, вздутием живо

та . болью и потерей веса. Отведение желудочной активности от

электродов, расположенных в серозной оболочке, показало наличие

ненормально быстрых ритмов. Было высказано предположение , что

l-
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эти ритмы вызываются «развитием аномального эктопического

или блуждающего пейсменера в антральном отделе». Симптоматика

значительно улучшилась после удаления части желудка. Однако

гистологвческое исследованиеантрального отдела и сегмента тонкой

РИС , 8.11. Циркулирующая волна распространяющейсядепрессии, вызван

ная однократной инъекцией KCL в кору головного мозга крысы. Цирнуляция

продолжалась около трех часов. (Средняя часть записи длительностью 55 мин

вырезава.) В интервале времени , соответствующем последним пяти кои

плекса~l , циркуляция распространяющейся депрессии останавливалась с по

мощью кс; Маленькии кружком обозначено место инъекции KCl, большие
кружки указывают положение регистрирующих электродов, прямая линия

представляет надрев в коре. Обычно требовались две инъекции KcL для
инициации циркулирующей волны, Из работы Shibata and Bures (1972).

кишки не обнаружили сколько-нибудь заметных повреждений. Воз

можным, но полностью спекулятивным, механизмом такого забо

левания могла бы быть фибрилляция или круговое движение, но

требуются гораздо более подробные минроэлектродные исследова

ния для подтверждения этой гипотезы.

8.6. 3ак.лючение

Пространствеиная организация колебаний может отличаться

от простого распространения волн возбуждения, излучаемых точе

чным источником. В одномерной среде, если частота стимуляции
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слишком велика, будут наблюдаться либо выпадение биений (РИТ

мы Венкебаха или другие явления, связанные с блокадой сердца),

либо альтернирующий ответ (альтернанс). В двумерном случае

возможны распространяюшиеся спирали, имеющие либо одну, либо

несколько ветвей. В трехмерной среде теоретически возможны еще

более сложные геометрические формы, называемые организующи

ми центрами, но их чрезвычайно трудно наблюдать эксперимен

тально. Возможно, что сложная динамика двух- и трехмерных

сред, в которых существуют множественные пути риентри (спи

рали или организующие центры), лежит в основе фибрилляцви.

Примечвнвя и литература, глава 8

8.1. Распространение60,/1,11, в одномерной среде

Сердечные ритмы, при которых возникает частичный блок про

ведения по соседству с предсердно-желудочным узлом, приводящий

к групповому биению, теперь называются ритмами Венкебаха в

честь их открывателя (Wenckebach (1904)). Первые попытки проа

нализировать механизмы ритмов Венкебаха были предприняты

Mines (1913), Mobitz (1924), а также Lewis and Master (1925), ко

торые установили, что во многих случаях интервал Р -R являет

ся убывающей функцией его предшествующего значения. Mobitz
(1924) и позднее некоторые другие (Decherd and RHskin (1946);
Levy et аl. (1974а, Ь); Glass, Guevara and Shrier (1987); Shrier et
аl. (1987» показали, что кривая восстановления в случае атрво

вентрвкуяярной блокады может использоваться для расчета эф

фектов периодической стимуляции в зависимости от частоты перио

дических стимулов. Подобную теоретическую модель атриовент ри

нулярной блокады предложил Keener (1981), который установил

роль бифуркаций в разностных уравнениях, моделирующих арит

мию (Keener (1980, 1981». Более подробное обсуждение ритмов

Венкебаха см. у Веllен (1971), Zipes (1979) and Marriott и Conover
(1983). Ритмы, подобные ритмам Венкебаха, наблюдаются также

в других тканях, таких как мочеточник (Weiss, Wagner and Hof
fmann (1968».

Ритмы типа альтернансов, при которых происходит чередова

ние формы потенциалов действия, также наблюдаяась в различ

ных тканях, таких как мочеточник (Prosser, С.Е. Smith and Меl

ton (1955», круговая мышца антральногоотдела желудка у собак

(Publicover and Sanders (1986» , клетки сердца куриного эмбриона

(Guevara et аl. (1984»). Эти экспериментальные наблюдения могут

быть связаны с явлением электрического альтернанса, наблюдав

шимся в элентрокврдиологии (Bellett (1971». Теоретический анализ

альтврнансас использованиемигерадионнойпроцедурыбыл впервые

предпринят Nolasco and Dahlen (1968), и наши собственные исс-
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ледования ведутся в этом же направлении (Guevara et аl. 1984).
Нрввая восстановления электрического состояния рассматрива

ется в работе Boyett and Jewel (1978).
В этой главе мы не обсуждаем подробно распространение волн

от точечного источника в одномерных возбудимых средах. проис

ходящее с тем же периодом, что и период пейсменера. Такие случаи

были подробно проанализированы, особенно в статьях Rinzel и

сотр. (Rinzel (1980, 1981); Rinzel and Miller (1980); Rinze1 and Ма

ginu (1984». Друmе важные теоретические результаты по распро

странению волн в одномерной среде можно найти у Carpenter
(1979) и Feroe (1983). В этих ссылках можно найти подробности и

полное цитирование более ранних работ. Хотя численное модели

рование проведения в реалистичных моделях проводящей системы

сердца было выполнено (!оупег et а]. (1983», аналитические ре

зультаты пока отсутствуют.

В других теоретических исслвдованяих, специально посвя

щенных работе кишечника, частотный градиент связанных пели

нейных осцилляторов моделировался несколькими группами о с

цилляторов, 11 оказадось возможным продемонстрировать наличие

частотного плато в математических моделях (Diamant, Rose and
Davison (1970); Sarna, Danie1 and Kingma (1971); В.Н. Brown et а1.

(1975); Ратюп and Linkens (1978); Sarna (1985». Недавно исследо

вания упрощенной математической модели активности тонкой НИШ

ки успешно завершились получением аналитических результатов,

касающихся плато (Kopell and Еггпептгош (1983». Распростра

нение волн, лежащее в основе локомоции у рыб (КореН (1986»
и миног (Rand, А.Н. Сопвп and Holmes (1988», также моделиро

валось связанными осцилляторами.

8.2. Распространениеволи в кольце ткана

Исследования на кольцах ткани из мантии медузы были впер

'Вые проведены в начале этого века (Мауег (1908». Вскоре после

этого было исследовано распространение волн в сердечной ткани

(blines (1913, 1914); Garrey (1914, 1924».
Мысль о том, что блок проведения. обусловленный увеличени

ем рефрактврного периода, может также приводить н установле

нию кругового движения, принадлежит J~ewis (1920); см. также

Krinskii (1968); Marriott and Conover (1983).
W iener and RоsепЫueth (1946) рассмотрели модел ь ткани, го

могенной по рефрактерному периоду, особенно в контексте тка

ни, имеющей отверстие или непроводящую область. I...ewis (1920,
1925) показал с помощью картирования сердечных потенциалов

действия на поверхности сердца собаки, что устойчивая циркуля

ция волн может происходить вокруг отверстий больших вен на

правом предсердии и предположил, что такие волны .~OГYT быть
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связаны с трепетанием предсердай. Другой пример кругового дви

жения получен на людях с синдромом Вольфа -Парквнсона 
Уайта, у которых имеется дополнительный путь проведения воз

буждения между предсердияма и желудочками {Маггiоt and Cono
ver (1983); Gallagher (1985)). Долгосрочное излечение тахикардии

у таких людей может быть достигнуто хирургическим иссечением

дополнительного пути, при котором разрушается петля риентри

(Wallace et аl. (1974)). Наконец, некоторые тахикардии, по-види

мому, возникают благодаря круговому движению вокруг анев

риамы или зоны инфаркта (Josephson et аl. (1985)).

8.3. Волны и спирали в aBy)tepnou среде

у \Vinfree (1980, 1987Ь) можно найти гораздо более полный об

зор основных работ по двумерному распространению волн в физи

ологии.

Наблюдения Garrey (1914, 1924), Mines (1913, 1914) u Lewis
(1920, 1925) послужили основой для первого теоретического изу

чения риентри и фибрилляции (Wiener and Rosenblueth (1946)).
Selfridge (1948), работая с той же самой моделью, смог покааать,

что она неспособна дать устойчивое круговое дви,кение в отсут

ствие препятствия.

Устойчивые спиральные волны в неживых возбудимых систе

мах были, по-видимому, впервые замечены Nagumo, Suzuki and
Sato (1963). Обсуждение результатов этой работы (которую труд

но найти) и полное обсуждение спиральных волн в реакции Бело

усова -Жаботинского содержится у Winftee (1980, 1987Ь). Допол

нительные данные по спиральным волнам в этой реакции приводя

тся у Agladze and Krinsky (1982) и М иllег. Plesser and Hess (1985).
Устойчивые спиральные волны наблюдаются в агрегирующих клет

ках слизевиков, как описано у Gerisch (1965) и позднее у Durston
(1973). Изучение кругового движения в предсердиях кролвкв про

водилосъ AlIessie, Bonke and Schopman (1977).
Спиральные волны наблюдались во многих работах, связанных

с изучением динамики клеточных автоматов (Farley and Clark
(1961); Reshodko and Bures (1975); J.М. Greenberg, Hassard and
Hastings (1978); Madore and Fl'ieedman (1983)). Исследования нле

'Точных автоматов в качестве моделей распространения потенциа

лов действия в сердце можно найти у Мое, Rheinboldt and Abled
skov (1964), а также у 1.М. Smith and Н.Х. Cohen (1984).

Спиральные волны получены в численных исследованиях и

при теоретическом анализе непрерывных нелинейных систем. Чис

ленные результаты были получены Гулько и Петровым (1972) в

модели возбудимых биологических систем, и в работах W infree
(1974) и Miura and Plant (1981) на упрощенной модели квнетвки

возбудимых систем. Спиральные волны наблюдались также в ма-

т
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тематических моделях колебательных химических реакций (Ег

пепх and Herschkowitz-Kaufтan(1975); D.S. Cohen, Neu and Нова

]es (1978». Был получен ряд аналитических данных, касающвхся

существованияи устойчивости спиральных волн в двумерныхсре

дах (КореВ and Howard (1981); Hagan (1982); Михайлов и Нрин

ский (1983»; Keener (1986».

8.4. Органивиющие центры в трехмерной среде

Первое описание вихревой волны (Winfree (1973а» принесло 10 лет

спустя прекрасные плоды в детально разработанной теории про

странетвенной организации трехмерных возбудимых сред (Win
free and Strogatz (1983а, Ь, с; 1984а, Ь), которая изложена в досту

пном виде у Winfree (1987Ь). Пока представляетсяпреждевремен

ныя оцениватьпрактическуюважность этих теоретическихрезуль

татов. Однако существованиепростой трехмерной геометрии, соот

ветствующейтеоретическиможиданиям,было покааано на реакции

Белоусова-Жаботинского(Welsh, Gomatam and BHrgess (1983».

8.5. Фибрилляция и другие наришения

Мшез (1914) и Garrey (1914, 1924) обнаружилв глубоное пони

мание происхождения тахикардии и фибрилляции. Самые первые

анспериментальныв исследования фвб рилляции , индуцированной

электрической стимуляцией миокарда, были выполнены Mines
(1914) и W iggers and Wegria ('1940). Роль првждевременных сокра

щений предсердий в индуцировании предсердной фибрилляции

обсуждается у Bennett and Pentecost (1970), а роль преждевре

менных сокращений желудочков в индуцировавии желудочковой

фибрилляции и внезапной смерти (явление наложения R на Т)

рассматривается у Nikolic е! аl . (1982) и Hohnloser et а] , (1984).
Современная точка зрения на причины внезапной смерти изложе

на у Lown (1979). Предположение, выснаааннов (Winfree (1983)
о том, что Mines случайно убил себя в 1914 г ., выполняя на соб

ственном сердце эксперименты по фазовым сдвигам, получило ши

рокое хождение. Однако было обнаружено донументаяьное сви

детельство, явно не согласующееся с этим предположением, оно

хранится в настоящее время в библвотеке Ослера в университете

Мак-Гилла (см. также \Vinfree (1987Ь».

Гипотеза о том, что фибрилляцияобусловленаблужданиеммно

жества небольmих волн, воаникающих из-за непостоянствв реф

рактерного периода в миокарде, принадлежит Мое и сотр. (Мое

and Abildskov (1959), Мое et аl. (1964». Недавно она была пере

смотрена J.M. Smith and R.J. СоЬеп (1984), а также Allesie et аl.

(1985). Ritzenberg et аl. (1984) показали, что в этих моделях отве

ты на стимул, напоминающие фибрилляцию, обусловлены иаме-
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нением проведения вокруг и через области с большим рефрактер

ным периодом. Альтернане в форме Т-зубца, связанный с пони

женнем порога желудочковой фибрилляции у собак, был покааан

Adam et аl. (1984). Подобные же идеи, но подчеркивающие важ

ность «ревербераторов», получили широкое распространение сре

ди советских исследователей (Нрвнский (t968».
Прямое картирование электрической активности во время

аритмии является многообещающимсредством для по.нимания то

го, что происходит во время тахикардви и фибрилляции (Allesie
et а1. (1977); Allesie et аl. (1985); Downar et аl. (1984); El-Sherif
(t985». Ideker and Shibata (1986) недавно использовали метод кар

тирования для проверни гипотезы о проиохождеввв тахикардии и

фибрилляции, которая была предложена Winfree (1983Ь, 1985,
1987Ь), и получили .согласве с творетическимв предснаааниями. В

частности, они наблюдали возникновение противоположно вра

щвющихся волн в ответ на одиночный удар , нанесенный в крити

ческой фазе сердечного цинла. Действие стимула на возбудимую,

но неколеблющуюся среду представляет трудности для теоре

тического объяснения (Winfree (1987Ь».

Нествционарность фибрилляции обсуждалась в работах Wig
gers (1940) и G01dberger et аl. (1986). Вычисления спектров мощ

ности желудочковой фибрилляции проводили Herbschleb et а ] .

(1979) и Goldberger et аl. (1986); автокорреляционная функция

предсерпной фибрилляции была определена Battersby (1965).
Вопрос о том, является ли фибрияляция «хаотичной», вызыва

ет разногласия (Battersby (1965); J .М. Smith and H.J. СоЬеп

(1984); Goldberger et аl. (1986». Поскольку не существует обще

ПРИНЯ1'ых рабочих определений фибрилляции и хаоса, этот воп

рос может дебатироваться бесконечно.

Круговое движение в коре головного мозга крысы описано

Shibata and Вцгев (1972), а в сетчатке глаза курицы Martins -Fer
reira et аl. (1974). Первые наблюдения волн распространяющейся

кортикальной депрессии после воздействия хлоридом калил о11и

саны Leao (1944) . Сообщение о тахигастрии см . у Уоп et аl. (1981).

т



Глава 9

Динамические болезни

Мы предложили для болезней , х арактериаующихся аномаль

ной временной организацией, название динамических болезней.

В этой главе мы кратко рассмотрим концепцию динамической бо

лезни. В разд. 9.1 обсуждается идентификация таких болезней.

Существует обширная литература, в которой сформулированы ма

тематические модели динамвчвских болезней, и подобный теоре

тический подход обсуждается в разд. 9.2. Другой подход, обсуж

даемый в разд. 9.3, заключается в построении биологических мо

делей динамических болезней и их теоретическом анализе. Об

щая конечная цель таких подходов состоит в использовании прин

ципов и концепций, разработанных на основе биологических и

математических моделей, для диагностики болезней и рациональ

ного примененив терапевтических средств. Эта тема обсуждается

в разд. 9.4.

9.1. Идеитификация динамических болевией

у здорового индивидуума обнаруживается сложная мозаика

ритмов в различных системах организма. Эти ритмы редко обла

дают строгой периодичностью. В самом деле, количественные ис

следования 'таких ритмических процессов, как сердцебиение и ды

хание, свидетельствуют о гораздо более сильных флуктуациях,

чем можно было бы ожидать исходя из привычных првдставлевий;

Goldberger и его сотрудникидаже высказалипредположениео том,

что нормальная динамика у здоровых индивидуумов имеет «хао

тическую» природу, а болезнь связана с периодическим поведе

нием. Однако четкие механизмы, которые в норме могут приводить

к хаосу (в техническом смысле, используемом в этой книге), еще

не сформулированы.Независимо от того, рассматриваетсяли нор

мальная динамика как хаос или как какой-нибудьдругой тип ди

намического поведения, ясно, что многие патологии могут быть

легко идентифицированы по аномальным ритмам.

Признаком динамической болезни является заметное измене

ние в динамике какой-нибудь переменной. Возможны три типа

качественных изменений в динамике, и все они были обнаружены.

1) Переменные, которые в норме не изменяются или подвергаются
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относительно слабым «случайным» флуктуациям, могут давать

более или менее регулярные колебания большой амплитуды. Та

ким образом, в физиологической системе регуляции, в которой в

норме не наблюдаются ритмические процессы, могут появиться ре

гулярные колебания. 2) В уже имеющемся периодическом процес

се могут возникать новые периодичности. 3) Ритмические процес

сы могут исчезать и заменяться относительно постоянной динами

кой или апериодической динамикой.

В течение 30 лет, начиная С конца сороковых годов, Reimann
изучал периодические болезни, при которых пе-риод был более 24
часов. В 1974 г. он писал:

«С 1947 г. я собрал сообщения о более чем двух тысячах при

меров различных нарушений медицинского характера, повторяю

щихся с периодами, равными одной неделе, двум неделям, одно

му месяцу, или с нервгулярными интервалами у людей, здоровых

в других отношениях . Эти повторнюшнеся нарушения гораздо

более глубоки и приводят к более тяжелым последствиям, чем те,

что совпадают с цирнадианными ритмами. Они имеют наследст

венную природу , и если не считать исключений, только один из

нескольких видов болезней распространяется на семью [Riemann
1963].

Нак правило, в том числе в современных учебниках по медици

не, предложенная ноаологичесная связь резко различных случаев

встречается скептически, и проблема представляется запутанной.

Вовможно. я недостаточно ясно изложил СВОЮ точку зрения, либо

мои очерки не были внимательно прочитаны, либо сама идея была

отвергнута. Каждое такое заболевание клинически отлично от

другого, но для всех них общими свойствами являются наслен

ственность, строгая или нерегулярная периодичность коротких

вспышек болезни на протяжении десятилетий, перекрывающиеся

признаки, подавление вспышек во время беременности, возможное

вытеснение одного заболевания другим, возможный амилоицоа,

сходные дефекты комплемента сыворотки и резистентностъ н тера

пию).

Reimann изучал множество различных периодических ваболе

ваний, включая ааболевания, связанные с периоцичеснимповыше

нием температуры, периодическим распуханием суставов, перио

дическими флуктуациями количества циркулирующих кровяных

клеток и периодическимиотеками. Неаависимо от того, имеют И.1И

не имеют рассмотренные Reimann болезни общие этиологические

признаки, его мысль о необходимости определенной организации

приема лекарств во в ремвни, основанной на динамических свойст

вах заболевания, не была популярной. С подобной же нотой без

надежности Сгатrnег писал в 1960 г.: «Циняические процессы яв

ляются приэвавным фактором в патологии, нан и в физиологии, и
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многочисленные ритмы возникают у отдельных индивидуумов ,

принадлежащих к самым разным биологическим видам. В отличие

от других областей биологии , осознание этого , по-видимому, не

проникло в клиническую медицину , возможно, потому , что еще

очень мало известно о механизмах, лежащих в основе циклических

болезней».

Наши наблюдения подчеркивают важность тщательного экспе

риментального документирования зависящего от времени поведе

ния физиологических систем регулирования у здоровых и боль

ных людей , особенно в ответ на изменения регулирующих парамет

ров. Такие наблюдения не только важны для понимания природы

систем регулирования, но также накладывают ограничения на

свойства, которыми должны обладать предлагаемые модели.

К сожалению, данные по длительному слежению за физиологи

ческими явлениями публикуются редко, особенно в современной

клинической литературе. В наших исследованиях динамических

болезней в течение прошлого десятилетия мы столкнулись с ог

ромной трудностью, если не нввоаможностъю , идентификации жиз

ненно важных данных, характеризующих длительную динамику

многочисленных физиологических перемеиных у одного индивиду

ума. Так, длительные записи изменений количества кровяных

клеток, уровней гормонов , кровяного давления, ритмов двигатель

ной активности и Т.д. нелегко найти.

Хотя накопление таких длинных временных последовательно

стей данных сопряжено с трудностями в условиях современных на

учных исследований, возможны и другие причины их отсутствия.

Вполне возможно, что интересные динамические изменения часто

наблюдаются, но не публикуются, поскольку их значение нецоста

точно оценено , либо динамические изменения неправильно првпи

сываются постороннему шуму и/или экспериментальной ошибке.

Объединение данных из различных экспериментов С различными

пациентами часто маскирует присутствие интересной динамики в

экспериментальных и клинических записях изменений перемен

ных во времени. Фундаментальным свойством хаотических систем

является то, что их динамическое поведение обладает чрезвычай

ной чувствительностью к нвбольшим изменениям значений регули

рующих параметров и/или начальных условий. Принимая во вни

мание широкую вариабельность биологических данных, нвудивв

твльно, что даже в лучшем случае Динамическое поведение в двух

экспериментах или у двух пациентов не является в точности оди

наковым. Объединяя временные последовательности, можно легко

утопить интересную динамику в монотонном и скучном море шу

ма .

Богатство цинамического поведения, иамвняющегося от перио

дичности до нерегулярных , шумоподобных колебаний, может легко

наблюдаться в физиологических системах регулирования как в
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эксперименте, так и в клинике. Хотя многие из этих ситуаций зна

комы физиологам, универсальные и фундаментальные аспекты их

богатой динамической структуры, по-видимому, оценены еще не в

полной мере. Важность их становится более очевидной при осоз

нании того факта , что относительно простые велинейныв мятема

тические модели имеют такие же свойства, откуда можно предпо

ложить, что сложность динамики живых систем должна быть ско

рее нормой, чем исключением. Важные и удивительные проявле

ния динамического поведения физиологических систем в норме и

патологии действительно существуют , и продолжение изучения их

в будущем, вероятно, окажется чрезвычайно плодотворным для

понимания фундаментальных аспектов физиологического регули

рования.

9.2. Формулирование математических моделей

динамически'х болезней

Мысль о том, что можно сформулировать математические моде

ли, воспроизводящие качественные характеристики болезней че

ловека, несомненно, не нова . До появления термина «динами

ческая болезнь» существовали многочисленные работы, в которых

были предложены математические модели физиологических систем.

Изменение динамического поведения математической модели объ

яснялось возникновением бифуркаций (не всегда охарактеризо

ванных как таковые) . Например , исследования проведения в серд

це предприняли Mobitz and van der Pol и van der Mark в 20-х годах

и Wiener and Rosenblueth в 4О-х годах. В 60-х годах были выполне

ны обширные исследованияколебательных нестабильностей в си

стемах с отрицательной обратной связью.

Повсюду в этой книге мы приводим примеры из исследований,

характеризующихбифуркации в математических моделях физио

логических систем. В настоящее время тот, кто знаком с основами

нелинейной динамики, должен быть способен предложить мате

матаческие модели физиологических систем, обладающие такими

свойствами, как автоколебания или «хаос». Однако не таи просто

убедиться, что возникновение нормальных или патологических

колебаний связано с гипотетическим физиологическим механиз

мом.

Построение математических моделей физиологических систем

является мощным средством формализации идей и понимания фи

зиологической динамики. Однако такое моделирование в отсут

ствие конкретных приложвний к клиническим или эксперимента

льным системам останется на уровне просто интересных гипотез.

Необходимо непрерывное взаимодействие между теорией и экспе

риментом, которое так характерно для физики. Хотя некоторые

считают, что биология отличается ОТ физики и никогда не сможет

стать предметом столь же ст ро гого теоретвческого анализа, мы

т



9.4. Диагиостика и терапия 193

позволим себе с этим не согласиться. Мы убеждены, что богатст

во динамичесних явлений н физиологии и медицине может быть

понято на основе использования методов, развиваемых для изу

чения динамики нвлинейвых систем.

9.3. Построение биологическихмоделей

динамическихболезней

Большое преимущество построения биологической модели ли

намической болезни состоит в том, что она позволяет осуществ

лять систематические манипуляции, которые просто невозможно

проводить с людьми. Примерами таких биологических моделей

служат введение нанюли в сонную артерию для увеличения в ре

мени задержки между онсвгенацией крови в легких и поступле

нием крови к стволу мозга (как в модели дыхания Чейна-Стоиса),

циклические колебания содержания белых клеток крови у серых

колли (как модель периодических флуктуаций содержания белых

клеток при циклической нейтропвнии) и периодическая стимуля

ция волокон Пуркинье in vitro (нак модель возникновения серде

чной аритмии).

Потенциальная опасность биологических моделей динамичес

ких болезней занлючается в том, что они могут давать картину из

менения динамини. сходную с наблюдаемой в нлинике, но порож

даемую другими причинами. Так нак число возможных бифур

наций от устойчивых или колебательных состояний часто ограни

чено, можно получить качественно подобную динамику многими

различными способами. Несмотря на это , объединение системати

чесних энсперимвнтальных и теоретическихисследованийс помо

щью биологичесиих моделей динамических болезней играет

важную роль. Даже если понаааво, что конкретная модель явля

ется неподходящей для дан ной болезни, тщательная разработка

теории для определения бифуркаций как функций параметров си

стемы должна представпять интерес. К сожалению, современная

структура большинства высших учебных заведений в сочетании с

нваденватной подготовкой как теоретиков, так и анеперимента

торов , а также совре}1СННЫЙ способ финансирования науки затруд

няют плапирование, проведение и завершение необходимых меж

дисциплинарных исследований.

9.4. Диагностика и терапия

Целью многих из тех, кто заинтересован в применении нели

нейной динамики в физиологии, является развитие прантичесних

методов диагностикипатологическихсостояний и выбора рациона

льных терапевтическихстратегий для их лечения. Биологичесиве
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аспекты наших собственных исследований сосредоточены в основ

ном на проблемах краткосрочной и долгосрочной регуляции кле

точного цикла и клеточной пролиферации в применении к гемато

логическим нарушениям, динамике простых нейровных систем с

обратной связью и действии одиночных и периодических возму

щений на физиологические колебания. В ходе этой работы выяснил

ся ряд возможных применений нелинейной динамики в клини

ческой медицине. В качестве иллюстраций к вышесказанному мы

кратко опишем некоторые возможные подходы, основанные на

нашей работе и на работах других авторов.

Во многих клинических ситуациях периодическая стимуляция

используется в качестве терапевтического воздействия на пацв

ента. Примерами служат введение лекарств и использование эле

ктронных сердечных пейсменеров и мехввических вентиляторов.

В этих случаях может оказаться трудным установление строго

контролируемой, устойчивой связи между навязанным ритмом и

ритмами организма.

Например, у некоторых больных диабетом могут возникнуть

трудности в уствновлевии соответствующего графика введения ин

сулина. У этих больных периодическое введение инсулина в сое

динении с регулярным приемом пищи и режимом физической наг

рузки оказывается неэффективным для поддержания уровня глю

козы в крови в нормальных пределах. Вместо этого могут иметь

место нерегулярные флуктуации (например, при слежении за уро

внем глюкозы в крови после его повышения). Для таких цацвен

тов необходимо разрабатывать схемы введения инсулива, осно

ванные на данных о текущем уровне сахара в крови и понимании

динамики системы его регулирования.

Для повышения эффективности терапевтического действия

механических вентиляторов и сердечных пейсменеров были разра

ботаны датчики, которые позволяют установить обратную связь

между пациентом и механическим регулятором дыхания или сер

дцебиения. Такая связь позволяет облегчить управление этими

приборами и избежать опасной конкуренции между навязанным рит

мом и внутренними ритмами. Однако понимание детвлей поведения

этих устройств в их клиническом применении представляется чрез

вычайно трудной теоретической пробламой из-за двухстороннего

взаимодействия между этими ритмами.

Новое предложение об использовании периодической стимуля

ции в клинике было сделано одним из наших коллег, John М il ton
из Монреальскогонейрологическогоинститута. Он высказал пред

положение о возможности подавления тремора с помощью перио

дической стимуляции. Этот эффект был бы аналогичен подавлению

колебаний в сердечных клетках периодическими двполяривую

щими стимулами, как показал Guevara в 1984 г . Подобным обра

зом, упорядоченное во времени медикаментозное лечение способ-
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ствовало бы подавлению припадков у эпилептиков с регулярной

цикличностью заболевания .

Другой клинически важный случай взаимодействия между эн

догвнными и экзогенными ритмами связан с суточной периодич

ностью. Установление того факта, что цирнадиаввые ритмы часто

изменяются у людей с эмоциональными расстройствами, привело

к попыткам лечить таких людей, восстанавливая нормальные фа

зовые соотношения между собственным циклом сна и бодрствова

ния и нормальным 24-часовым циклом. Фазовый сдвиг циркадва

нных часов может осуществляться световым режимом, нвбольши

ми изменениями в режиме сна, навязываемыми в течение несколь

ких дней, и с помощью лекарств . Важно осознавать, что измене

ния в циркадванвом ритме могут быть одним из проявлений, а не

причиной эмоционального расстройства, так что устранение цир

нвдиавных нарушений не обязательно будет иметь лечебный эф

фект. Наконец, в связи с установлением факта, что бензодиазепи

ны могут влиять на цирнадаанвые ритмы у хомяков, возникла

мысль о возможности того, что влияние поясных сдвигов во вре

мени при перелетах на реактивных самолетах может быть умень

шено соответствующим введением лекарственных веществ, при

водящим к фазовому сдвигу цирнадванного ритма. Однако уста

новление необходимых доз и графиков приема лекарств пока не

возможно.

Исследования клеточного цикла и системы регуляции содер

жания клеток в крови привели к ряду предложений, касаюшихся

людей с заболеваниями крови. Клинические данные и изучение

динамики систем с обратной связью в регуляции гемопоэза (см.

разд. 4.6) привели к признанию того , что у пациевтов с заболева

ниями крови можно ожидать появления колебаний и, вероятно,

хаотической динамики. В исследовании периодического гемопоэ

за (ПГ, известного также в ранних публикациях как циклическая

нейтропвния) Mackey (1978) установил связь динамических изме

нений, обнаруживаемых в популяциях кровяных клеток у боль

ных с ПГ, с бифуркацией в динамическом поведении популяции

полипотентных стволовых клеток (ппек) , точно предсказав пе

риод колебаний, а также ряд других характеристик заболевания.

Была высказана гипотеза о том, что бифуркация возникает в ре
зультате аномальной гибели клеток во время пролиферативной

фазы в популяции ппск. Гипотеза о том, что гибель клеток во

время пролиферации ппек может приводить к колебаниям, была

впоследствии подтверждена исследованиями с использованием

898г, вызывающего гибель клеток у мышей W /WV. Полагают, что

подгруппа больных с апластической анемией страдает от той же

самой патологии (аномальная гибель клеток), и на основе гипо

тезы о провсхождеввв ПГ можно предположить, что у некоторых

из этих больных должны возникать колебания в численности ство-
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ловых клеток и более зрелых гематопоатических клеток во время

их восстановления. Это явление наблюдал Morley в неопублино

ванной работе.

Установление того, что у пациентов С заболеваниями крови

может часто возникать цикличность, имеет важные практическве

применения. В отсутствие какой бы то НИ было терапии в субпопу

ляции больных с ХМЛ обнаруживаютсязаметные колебания уров

ней белых кровяных клеток между нормальными и повышенными

значениями (см. рис. 1.8 и рввд. 4.6). Неопубликованвоеисследо

вание записей, полученных у пациентов из Онкологического цент

ра при Госпитале Королевы Виктории в Монреале, позволяет пред

положить, что больные с ХМЛ, поцвергавшиеся хемотервпии. бы

ли также «цивяинами» и что число их белых кровяных клеток

могло спонтанно уменьшаться до нормы в отсутствие хемотерации.

Возможность того, что у пациентов С ХМЛ цикличностьможет быть

либо регулярной, либо хаотичной, запутывает лечение. Дей

ствительно, сейчас статистика выживания для популяций цациен

тов С ХМЛ остается такой же, какой она была в период с 1910 по

1948 Г., несмотря на изобретение сложной хемо- и радиотерапии.

Возможное объяснение этого (см. разд. 4.6) состоит в том, что не

которые пациенты умирают из-за того, что подвергаются терапии,

гораздо скорее, чем если бы их оставили в покое, в то время как у

других жизнь продлевается! Эта гипотеза исходит из того, что

система регулирования уровня белых кровяных клеток работает

в хаотической области , что позволяет предположить, что терапия

будет эффективной только в том случае, когда действительно уда

стся овладеть всеми деталями этой регулирующей системы.

Необходимость в использовании подходов нелинейной динами

ки в терапии возникает не только в тех случаях, в которых имеют

место периодические или хаотические колебания. Например, в

случае пациентов, страдающих гипоплазией костного мозга различ

ного происхождения (радиотерапия, хемотерапия), можно было

бы полагать, что чем больше снижается потребность в продуциро

вании дифференцированных клеток популяцией ппек, тем более

выгодным это оказывается для восстановления ппек и Их костно

мозговых потомков.

Развитием такого оригинального подхода послужило рассмот

рение динамического поведения модели непрерывной пролифера

ции зрелых клеток, описывающей систему регулирования аритро

поэва , в терминах теории неливейного оптимального управления.

Особый интерес представляет ответ системы гемопоэва на сильное

уменьшение числа пролиферующих ппек, наблюдаемое во мно

гих случаях гипоплазии костного мозга, вилючая апластическую

анемию. На основе такого анализа удалось показать, что существу

ет оптимальный уровень потребности в арелых эритроцитах на пе

риферии, который допускает максимально возможное воссганов-
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ленив популяции ППСК. Удивительно , что оптимальный уровень

потребности в ППСl\ дЛЯ эффективного восстановления не равен

нулю. Этот результат был использован для разработки простой

терапии таких патологий, основанной на уменьшении потребности

в дифференцированных клетках-предшественниках эритроцитов.

Это может быть достигнуто либо помещением больного в обогащен

ную кислородом среду, либо мощной трансфузией аритроцитов.

Эти методы были успешно проверены в Кракове в Медицинской

Академии Польши, но широкие клинические испытания не прово

дились.

9.5. Заключение

Многие заболевания человека характеризуются нвобычной и

сложной динамикой. Анализ механизмов, лежащих в основе та

ких заболеваний, оказывается неизбежно связанным с теоретичес

ким анализом наблюдаемой динамики. Методы изучения этих

проблем заключаются в формулировании теоретических и биоло

гических моделей болезни. Далеко идущей целью исследователей

является помощь в разработке новых диагностических и терапе

втических стратегий в лечении людей. Мы надеемся, что наша кни

га окажется полезной для стимуляции исследований в этом напра

влении.

Примечанин и литература, глава 9

9.1. Идентлибипация динамических болезней

Изменчивость скорости сердечных сокращений в норме описа

на у К itney and Rompelman (1980), Akselrod е! аl. (1981), КоЬау
азЫ and Musha (1982), а нормальная изменчивость дыхания описы

вается у Goodтan (1964). Гипотеза о том, что нормальные флукту

ации скорости сердечных сокращений связаны с «хаосом», при

надлежит Goldberger и сотр. (Goldberger et аl. (1985, 1986); West
and Goldberger (1987); Goldberger and Rigney (1988». Механизм,

который может порождать чрезвычайно сложную и, возможно,

хаотическуюдинамику в системах физиологического регулирования

в норме, состоит во взаимодействии между множественными пет

лями обратной связи, регулирующими единственную переменную

(Glass, Beuter and Larocque (1988». в ведавней работе, ставшей

известной во время написания этой книги только в форме првп

ривта, Goldberger and Rigney (1988) подытоживают свою точку

зрения следующим образом: «Остановка сердца представляет собой

бифуркацию от фракгальвой. хаотической динаиики нормальных

сердцебиений к патологическим ритмам умирающего сердца».

Важно прианатъ, однако, что многочисленные клинические наблю

дения, сделанные еще - 40 лет назад, позволяют считать явно не

регулярные ритмы, которые были названы Katz (1946) «хаотвчес-
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КИМИ), предшественниками внезапной смерти от остановка серд

ца (Nikolic, Bishop andSingh(1982); Hohnloseretal. (1984». Многие
другие патологическиеритмы в сердце человека, таняе как фибрил

ляция, мультифокальные предсердные тахикардии и вередко во з

никаюшая энтопия, часто оказываются сильно нерегулярными

(Веl1ен (1971); Marriott and Сопоуег (1983); Goldberger and Gjld
berger (1986».

Первые обсуждения периодичности болезней содержатся у

Нвцпавп (1963, 1974), Crammer (1959, 1960) и С.Р. Richter (1965).
Мы впервые использовали термин «динамическая болезнь) в

1977 (Mackey and Glass (1977» и часто воавращались к этой теме

(Glass and Маскву (1979а); Mackey and ап der Heiden (1982) ; Gue
vara et а]. (1983); Mackey and Milton (1987); ал der Heiden and
Mackey (1988».

9.2. Формулuроеа1/,uе математическиа моделей

бннамических болевней

Формулирование математических моделей для описания болез

ней многократно предпринималось в прошлом. Первые исследо

вания математических моделей сердечных аритмий впервые выпол

нили Mobitz (1924), van der Pol and van der Mark (1928) и Wiener
and Rosenblueth (1946). Модели регуляции образования клеток в

крови были предложены King-Smith and Morley (1970) и Lasota
(1977). Исследования неустойчивостей в системах отрицательных

обратных связей предприняли Grodins (1963), МНЬогп (1966),
Stark (1968). Повсюду в этой книге мы приводили теоретические

модели для разнообразных патологических условий, включая

дыхание Чейна - Стокса (разд. 4.5), хроническую миелогенную

лейкемию (разд. 4.6) и атриовевтринуяярную блокаду сердца

(разд. 8.1). В общем мы ожидаем, что понимание измененийв дина

мическом поведении, связанном с болеанью, с неизбежностьювле

чет за собой построение соответствующих математических моде

лей.

9.3. Построение математических моделей

динамических бовевней

Биологическую модель дыхания Чейна - Стокса см. в работе

Guyton, Crowell and Мооге (1956). Обсуждение цикличности содер

жания белых кровяных клеток у серых колли см. у J .Е. Lund,
Padgett and ОЬ (t967) и Dale, Alling and Wolf (t972). J alife and Мое

(1976, 1979) раарвбогали биологические модели парасистолии при

сердечной аритмии.

т
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9.4. Диагностика и терапия

Экспериментальная демонстрация подавления периодической

активности сердечных клеток периодической стимуляцией содер

жится у Guevara (1984) и Guevara , Shrier and Glass (1988). О фа

зовом сдвиге ци ркадианных часов световым воздействием у чело

века сообщается у Czeisler et аl. (1986). Turek and Losee-Olsen
(1986) вызывали фазовые сдвиги циркадваиных часов у хомяков,

используя бензодиазепины. Возможность лечения эмоциональных

расстройств манипулированием с циркадввнными часами обсуж

дается в нескольких статьях, содержащихся в сборнике работ

под ред. Wehr и Goodwin (1983). Световая терапия в различных

случаях активно проводится Lewy и сотр. (Lewy, Sack and Singer
(1985»). Целесообразность фазовых сдвигов цвркадивнвых часов

при сдвигах поясного времени обсуждается у Winfree (1986).
Модель периодического гемопоэза была предложена Mackey

(1978), а наблюдение цикличности в содержании кровяных клв

1'ОК, возникающей в результате гибели клеток, индуцированной

радиоактивным стронцием, описано у Gurney, Simmons and Gaston
(1981). Статистику выживания пациентов с хронической миело

генной лейкемией можно найти у Shimkin, Mettier and Bierman
(t950) и Wintrobe (1976). Модель выживания при этой болезни

см. у Lasota and Mackey (t980).
Модель непрерывной пролиферации зрелых клеток в клвточ

ном цикле была сформулированаMackey and Dormer (1981, 1982),
а применевив этой модели к апластичеекой анемии было рассмот

рено Lasota, Mackey and Wazewska-Czyzewska (1981). Терапевти

ческий метод, разработанный на основе этого исследования, был

использован Wazewska-Czyzewska (1984).



Послесловие

Иаким-то образом возник миф (который, как мы полагаем,

привииается огромным большинством биологов-эксперимента

торов) о том, что математический и теоретический анализ ввумв

стен в биологии. Нет сомнения в том , что биологи и врачи полу

чают лишь минимальное математическое образование. Однако,

если бы слоя.ные Динамические явления, наблюдаемые в организ

ме человена. возникали в некоторых неодуmевленных физических

системах - например, в лазерах, жидком гелии или полупровод

никах - они были бы подвергнуты самому тщательному экспери

ментальному и теоретическому изучению.

Перед вами стояли две цели при написании этой книги. Пер

вая из них состояла в том, чтобы ученые-физики осознали огром

ную сложность и красоту динамических явлений в физиологии и

медицине. Вторая цель состояла в том, чтобы убедить физиологов

и врачей в том, что методы нелинейной математики примевимы, а

в некоторых случаях необходимы в анализе динамических явле

ний в физиологии.



(А.1)

Математическое придожеиве

в этой книге мы сконцентрировали внимание на теоретических

концепциях и биологических проблемах , а не на деталях вычисли

тельных методов. Однако общая теория основана на большом чис

ле математических методов, объединенных под рубрикой «Теория

динамячеснах систем». Этот раздел математики обычно считается

сложным для понимания и , как правило, не включается в програм

му обучения студентов. В результате учебники по этому предме

ту могут оказаться неподходящими для многих читателей настоя

щей книги.

Понимание и использование принципов , которые мы обсудили,

будет значительно облегчено, если читатель попытается развить

некоторые технические способности , которые позволят ему фор

мулировать и анализировать разностные и дифференциальные ура

внения в качестве моделей конкретных биологических систем . Ма 

тематические концепции , необходимые для такого анализа, не тре

буют глубоких математических званий, и МЫ в течение ряда лет

действительно успешно учили его основам студентов-биологов и

физиологов. В этом приложении кратко описываются основные

вычислительные методы и формулируются некоторые задачи. От

дельно обсуждаются дифференциальные и разностные уравнения.

А. t. Двффереваваяьныеуравнения

Математическиемодели в физических и биологических науках

часто представляютсобой обыкновенные дифференциальныеурав

нения вида

d:ti f) . О 2 Ndt = i {х, Х; (t = ) = Х; (О), i = 1, , .. ', ,

где Х; (t) есть i-я переменная, а функция /; (Х) описывает эволюцию

во времени ."ri (t). В простейшем случае функции в правой части

уравнения (А.1) являются линейными, т. е. все переменные

в правой части входят в степени не выше первой. В этом случае

уравнение (А.1) может быть записано в виде

d:t
-=Ах
dt '

Х (t = О) = Ха, (А.2)
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где А есть матрица размера N х N, з: представляет собой N-Mep
вый вектор, а хо - вектор начальных условий. Решения линей

ных обыкновенных дифференциальных уравнений полностыо изу

чены и могут быть легко получены. Для этого решается характери

стическое уравneн,ие вида

det (А- р/) = О, (Л.З)

где / - единичная матрица и <rdet» означает детерминант . Харан

теристическое уравneн,ие представляет собой полином степени N
от р, и в общем случае оно имеет N различных корней, называемых

собетвеннымн значениями, с ненулевыми вещественными частями.

В этом случае решения уравнения (Л.2) обычно можно записать

в виде

N

х, (t) = ~ CtePi',
i=l

(А.4)

(А.5)

(А.б)

где р, - корень характеристического уравнения (Л.З) и с, 
константа, которая может быть комплексным числом и обычно за

дается начальными условиями .

Случай экспоненциального убывания, рассмотренный в гл . 2,
служит примером решения уравнения (А.2), в котором имеется

только одна переменная. В случае двух переменных уравнение

(А.2.) записывается в виде

dXl Ь"dt = аХ1+ Х2,

dxs d7 = СХ1 + Х2•

где а, Ь, С и d - константы. После дифференцирования и водстанов

ки уравнение (А.5) можно записать в виде

d2Xl dXl d ЬdiZ - (а+ а) (jГ + (а - С) Х1 = О.

Уравнение (А.б) представляет собой линейное обыкновенное диф

ференциальное уравнение второго порядка, так как наивысший

порядок производной равен 2, и все переменные И их производ

вые входят в уравнение как линейные члены. Б линейных диффе

ренциальных уравнениях второго (или более высокого) порядка

характеристические числа могут быть получены подстановкой

х (t) = Cep t и решением полученного характеристического урав

нения.

Пример { . Распад радиоактивных веществ происходит соглас

но уравнению

dx
-=-а,х
dt '



А.1. ДифференцнаJlьвые уравнеНВJI 203

где а. - константа. Время полураспада радиоактивного трития

равно 4.5 х 1()З суток. Требуется вывести формулу для количест

ва радиоактивного трития как функции времени , если исходное

количество вещества при t = О равно N.

Решение. Радиоактивный тритий распадается по экспонен

циальному закону, так что Х (t) = Ne-a t . Величину а. можно вычи

слить, определяя период полураспада как время t 1/ 2 ' необходимое

I(омпармент f l{омпэ\>меltТ 2

k,

k з

k2

Рис. А.1. Rомпартмевтальная модель транспорта веществ между плазмой
(компартмепт 1) и тканью тела (компаргмевт 2). k i - константы скоростей

транспорта.

для того , чтобы количество вещества уменьшилось вдвое: Х (t l / 2 ) 

= 0,5 N. Таким образом, а. = ln 21t1/ 2 ' или, в этом случае, а. 
= 1,5 х 104 сутки".

Пример 2. Распределение вещества при внутривенном введе

нии можно описать моделью, состоящей из двух компартмевтов.

I\омпартмент 1 представляет плазму крови, а компартмент 2 пред

ставляет ткань (рис. А.1). Эта система моделируется дифференциа

льными уравнениями

a~1 = _ (k 1 +k2 ) Х1 + kзх2 ,

a:t'l. =klxt + kЗХ2 ,

где x 1 И Х2 - концентрации вещества в компартментах 1 и 2 соот

ветственно, а k l' k 2 И k 3 - положительные постоянные, определяю

щие поток вещества между компартмевтами. Решить это урав

нение для Х как функции времени, исходя из начального условия

Xl (О) = С, Х2 (О) = О для случая k 1 = 0,5. k 2 = k з = 1.

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид

kз I=0,
-kэ-р
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и его решение дает

Математическое приложение

- (k 1+k2+kз) ± [(k 1+ k2+kз) 2 -4k2kз)I./2
Рl .2 = 2 .

Подставляя заданные авачения ё у, k 2 и k з , находим Рl = -1 /2,
Р2 = -2, так что

Х1О ) =Ae- t/ 2+Be- 2t .

Из начальных условий находим , что

А+В=С,

dx} = _ 3С/2 = - А/2 - 2В
dt '

откуда А = С/3 и В = 2С/З, так Ч10 решением задачи является

С 2С
.'fl(t) = тгt/2+-з-е-2t.

Пример 3. Демпфированный маятник в области малых ампли

туд описывается дифференциальным уравнением

dii} di} 2
dtГ+ k (Jt +00 tI' = О,

где tI' - угловое смещение от вертикали, k - положительная кон

станта , пропорциовальвая трению, и 00 - угловая частота. Угло

вая частота, в свою очередь, равна (l/g), где 1 - длина маятника и

g - ускорение свободного падения. Предположим, что 4002 >
> k 2

• При t = О tI' = 50 и ~? = О. Как -& зависит от времени?

Решение. Характеристическое уравнение

р2+kр+ 002 = О

имеет два корня

- k ± (k 2 -4ro2) 1./2
Рl.2= 2 •

В этом случае корни являются комплексно-сопряженными с от

рицательной вещественной частью. Используя тождество ei a =

= cos а + i sin а , где i = V -1', можно определить константы из
граничных условий таким же образом, как и в примере 2. Решение
имеет вид экспоненциально затухающих колебаний

tI' (t) = 5 ехр [ 2
kt J[cos ~t + ~ sin а; ] '

где а = (4002_ k2)1./2.

Анализ линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

т
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А.9)

(А.8)

(А.10)

создает основу для анализа устойчивости нелинейных обыкновен

ных дифференциальных уравнений в окрестности стационарных

состояний (известных также как точки равновесия, или фиксиро

ванные тОЧ1»и), определяемых как точки, в которых производные

всех переменных равны нулю . В стационарном состоянии х*

уравнения (А.1) примут вид

dx'
~ =!i(Х*)=О, i =1, 2, ... ,N. (Л.7)

В окрестности стационарного состояния движение описывается

уравнением

dx = А (Х-Х*)
dt '

где элементы матрицы А определяются как

af i I
аи = дх j х * '

Собственные значения матрицы А и в этом случае могут быт ь вы

числены с помощью уравнения (Л.З) . Эти собственные значения

полезны для качественного описания динамики в окрестности ста

ционарного состояния. 'Есл и вещественные части всех собствен

ных значений меньше нуля , то стационарное состояние асимптоти

чески устойчиво , и прецставляющчя точка асимптотически прибли

жается к нему при t _ 00 при любых начальных условиях в окре

стности это го состояния. Если вещественныечасти одного или бо

льшего числа собственных значений положительны,то стационар

ное состояние неустойчиво. Если нвибольшая вещественнаячасть

этих значений равна нулю , то стационарное состояние называется

безразлично (нейтрально) устоЙчивЫ.1t.

Рассмотрим динамику в окрестности стационарных состояний

на плоскости. Если начало координат перенести в стационарное

состояние, то линеариасванная система в окрестности критичес

кой точки описывается уравнениями (А.5) и вычисление собст

венных значений дает

a+d+ [(а -d)2+4bcl t/2
Рь.« = 2

Геометрия потоков в окрестности критической точки зависит от

собственных значений. Различные типичные сл учаи получили сле

дующие названия:

Случай 1. Фокус, Pl И Р2 - комплексно-сопряи..енные корни с
ненулевыми вещественными частями:

а + d =1= О , (а - d)2 < - 4Ьс.

Случай 2. Узел, Р: и Р2 - вещественные корни одного знака:

la + dl > [(а- d)2+ 4bc]t/2 , (а - d) 2>-4Ьс.
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Случай 3. Седло, Р1 и Р2 - вещественные корни с противополо
жными знаками:

Седло

Фокуа

\i;_.-
/1\

la+dl < [(a_d)2+4bc]1/2 , (a-d)2>-4bc.
Узлы и фокусы могут быть либо устойчивыми, либо неустойчивы

ми. Седловые точки всегда веустойчивы.

Как отмечалось в гл. 2, эволюция си

стемы во времени обычно изображается

построением траекторий в фазовом про

странстве для различных начальных усло

вий. На рис. А.2 мы приводим фазовые

портреты фокусов, узлов и седловых точек.

Бифуркации связаны с изменениями в

числе и/или устойчивости стационарных

состояний или других предельных мно

жеств. Например, бuфурnацuя Хоnфа

связана с двумя комплексными собствен

ными значениями, перееенающимв мнимую

ось . Определение того, соответствует ли.

это вакритаческой или дократической би

фуркации (гл. 5), может (в принцвпе) быть

выполнено алгебраически, хотя вычисле

ния могут быть ужасно сложными. Другой

вид простых бифуркаций связан с расще

плением единственного устойчивого ста

ционарного состояния на три стационар

ных состояния - седловую точку И два

устойчивых стационарных состояния.

Число и типы стационарных состоя

ний ограничиваются геометрией фазового

пространства. Важный топологический

результат, полученный Пуанкарв, накла

дывает ограничения на стационарные со

стояния в двумерных венторных полях.

В практических ситуациях динамика огра

ничивается конечной связной областью

фазового пространства, и траектории на

границе области направлены внутрь обла

сти. Если обозначить через JJf', /1' и (f чи

сло узлов, фокусов и седлевыхточен соот

ветственно, то в этом двумерном случае,

согласно теореме Пуанкаре об индексе,

JJf' + ff +(f = 1. (А.Н)

Возможно распространение этого результата на фазовые простран

ства более высокой размерности и фазовые пространства с другой

топологией.

Рис. А.2. Три основных

типа стационарных со

стояний в решениях

обыкновенных дифферен

циальных уравнений

второго порядка. Пока

заны устойчивые узлы и

фокусы. В случав не

устойчивых узлов и фо

кусов траектории напра

влены наружу от ста-

циoHapHoгo состояния.
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Пример 4. Система, в которой существует взаимное ингибиро

вание (см. гл. 4), может быть описана дифференциальными урав

нениями

dx 'l')Л

dj= ~n+y.-x,

ау ~n

dt = "n+хп-у·

Если {}> = 1/2, существует стационарное состояние х* = у* =
= 1/2. Требуется рассмотреть бифуркации и нарисовать потоки

траекторий в фазовой плоскости для разных n.

Решеnuе. Характеристическое уравнение для стационарного

состояния легко получается из уравнения (А.8)

-1-р

=0.
-1-р

Собственные значения этого уравнения суть Рl/2 = - 1 + n/2.
Стационарное состояние представляет собой устойчивый узел для

(а)

I.~ r---,-.,....----т--~

(Ь)
I.~ ..---.,....---,...--__

1.0

у

0.5

О ов 1.0 1.5

1.0

у

0.5

0.5 ' 1.0 1.5
х х

Рис. Л.З. Схематическое изображение фазовой плоскости для случая взаим

ного ивгибирования. (а) При n < 2 существует единствеивое устойчивое ста

ционарное состояние. (Ь) При n > 2 имеется три стационарных состояния ,

седло и два устойчивых узла. В зависимости от начальных условий при t _ 00

достигается тот или иной узел .

n < 2 и седловую точку для п > 2. Траектории в двумерном фазо

вом пространстве могут быть схематически изображены, как по

кааано на рис. А.3. При n = 2 происходит бифуркация, при кото

рой единственное стационарное состояние расщепляется на сед

ловую точку и два устойчивых стационарных состояния.
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Пример 5. Осциллятор Ван-дер-Поля описывается уравнения

ми

~=...!.. (у_-=:+х)
dt в 3 '
dy
(ft=-ex , е>О.

Требуется описать бифуркации как функцию е и изобразить фазо

вую плоскость для случая О < е ~ 1.

Решение. При х = у = О существует единственное стационар

ное состояние. Из характеристического уравнения вида

1 1
--р

е Е = О

-8 -р

легко могут быть вычислены собственные значения

1 t [1 4J 1
/ 2

Р 1 . 2 = 28 ± 2"" ё2 - .

Следовательно, при е > 1/2 существует нвустойчввый фокус, а при

О < в < 1/2 - нвустойчивый узел. При О < 8 ~ 1 существует

предельный цикл, как поназано на рис. ЛА.

Примеры и расчеты были связаны главным образом с 'анализом

устойчивости и бифуркаций стационарных состояний. К сонсале-

у

х

........ dy - О
d t -

Рис. А.4. Схематическое изображение фазовой плоскости для уравнения

Ван-дер-Поля при Е ~ О. Устанавливается устойчивый предельный цикл.

Переход с одной ветви кубической параболы на другую происходит скачком.

нию , за исключением одномерных обыкновенных дифференциаль

ных уравнений, знания о числе и устойчивости стационарных со

стояний недостаточны для полного описания глобальной топологи

ческой организации движения. Действительно, часто очень труд

но найти Доказательства сравнительно простых топологичесних
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свойств, таких как едвнственвость и устойчивость автоколебаний в

двумерном и трехмерном случаях, и в основном полагаются на

численные методы изучения нелинейной динамики.

В отличие от обычных дифференциальных уравнений, в кото

рых правые части являются функцией текущих значений перемен

ных , в дифференциальных уравнениях с запаздывающим аргумен

том правая часть может зависеть от значений переменных в нвко

торый момент времени в прошлом. В физиологических системах с

обратной связью временные задержки возникают из-за того, что

требуется некоторое время для передачи информации от рецепто

ров к эффекторным органам (см. равд. 4.5 и 4.6). Анализ динамики

в уравнениях с временнбй задержкой ставит много теоретических

проблем, представляющих большой интерес. Здесь мы уделяем ос

новное внимание относительно простой задаче анализа локальной

устойчивости .

Рассмотрим дифференциальное уравнение с запаздывающим ар

гументом

dx
& = f(x, x~), (А.12)

где х ; = х (t - т). Отметим, что для этого уравнения, в отличие

от обычных дифференциальных уравнений, начальные условия

должны быть указаны в виде начальных функций

х (t') = f (t') для t' Е [ - т, О],

И что дифференциальные уравнения с запаздывающим аргумен

том , несмотря на их кажущуюся простоту, в действительности яв

ляются системами бесконечной размерности.

Нак обычно, стационарные состояния х* уравнения (А.12)

определяются с помощью нвявной функции f (х*, х*) = о. Таким

образом , используя разложение уравнения (А.12) в ряд Тейлора в

окрестности стационарного состояния х* и рассматривая только

члены первого порядка, получаем

где

а:
di = Az+Bz~, (А.13)

z=x-x*, A--.!l..1 B=~I (А.14)- ах х* ' дx~ ж*'

Исследование локальной устойчивости уравнения (А.12) в

о:крестности стационарного состояния х* эквивалентно проверке

решений уравнения (А.13) · на локальную устойчивость в точке

z = О. Таким образом , заменяя z на елt, из уравнения (А.13) полу

чаем

(А.15)
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в общем случае собственное число л является комплексяыи,

л =.:= ,.... + 00 и для того , чтобы точка z = О была локально устойчи

ва, мы должны иметь ,.... < О.

В 1950 г. Hayes проделал полный анализ условий, при которых

,.... с..:= Не (л) < О; эти условия могут быть записаны следующим

образом:

IAI>IBI
или

атссов ( - ~ )

IA 1< IBI и 'f < (В2_А2)1/2 ' (А.16)

где берется главное значение [о ~ агесое (- А /В) ~ л]. Это усло
вие определяет ситуацию, при которой стационарное состояние

х* уравнения (А.12) будет локально устойчивым. Хотя такой ана

лиз довольно сложен, частичное понимание предложенных крите

риев может бытьдостигнутона основанииследующихсоображений.

Вернемся к уравнению (А.15) и рассмотрим случай чисто мни

мого значения л, т . е. л = ioo, или J.L = О. Это и есть условие нейт

ральной устойчивости. Подставовка л = iro в уравнение (А.15)

дает

что эквивалентно

iю = А + Ве: f(a)"t , (А.17)

ioo = (А+В сов CJ>'f) - iB sin 00'f. (А.18)

Расписывая уравнение (А.18) дЛЯ вещественной и мнимой частей

по отдельности, получаем два уравнения,

- А = В сов ю'f (Л.19а)

и

ю = - В sin огг, (А.19Ь)

(А.20)

(- А /В);

которые необходимо решить относительно00 и 1:. Возведение обоих

уравнений в нвадрат и сложение ~aeT

CJ> = (В2_А2)1/2.

Далее , из уравнения (А.19а) следует , что 001: = атссов

следовательно, выражение

агссов ( - : )
1: = -'':'':(В==Z'''''-;''А''''''2)-:'lf':':Z- (А.21)

дает точное значение запаздывания '1:, при котором ц = О, если
заданы значения А яВ, Сравнение уравнений (А.20) и (А.21) с кри

териями Hayes в уравнении (А.16) демонстрирует связь между ни

ми. Часто, но не всегда, в результате изменения парам.етра в ура-
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(А.22)

внении (А.12), приводящего к потере устойчивости стационарного

сосгояния л" [нарушаются условия в уравнении (А.16)], имеет

место бифуркацияХопфа, при которой пара комплексно-сопряжен

ных собственныхзначений переходит из левой в правую полуплос

кость комплекснойплоскости. Какие из неравенств(А.16) окажутся

справедливы,можно определитьтолько при более' полном анализе.

Уравнения (А.20) и (А.21) поаноляют оценить период колеба

ний при потере устойчивости. При точных значениях параметров

(А, В, т), определяемых уравнением (А.21), уравнение (А.13)

имеет решение z (t) = ei(J)'(, в котором угловая частота 00 задается

уравнением (А.20). Так как угловая частота ю и период Т связаны

соотношением (о = 2л/Т, уравнение (А.21) может быть записано в

ином виде,

Т - 2n't
- А •

атссов ( -8 )

Отсюда легко заметить, что если А и В имеют один и тот же знак,

то

(А.23а)

Х>О,

в то время как при разных знаках

2'f~T. (А.23Ь)

Следовательно, в уравнении с аапввдываюшим аргументом (А.12)

можно наложить ограничения на период колебаний в точке явус

тойчявости.

Пример 7. Дифференциальное уравнение с запаздывающим ар

гументом

dz ОП

-;F= Оn+ж~ -х,

описывает систему с отрицательной обратной связью, в которой

вещество х'( распадаетсявкспоневцвавьво,а его образование опи

сывается монотонно убывающей функцией (характеризующей об

ратную связь), которая зависит от величины х в момент времени

't в прошлом. Требуется определить критерий устойчивостидля

е = 1/2. Иаковы критерии устойчивости и каков период колеба

ний в неустойчивом состоянии при п » 1?

Решение. При данном значении параметра существует стацио

нарное состояние х* = 1/2. Продолжая решение в окрестности

этой точки разложением в степенной ряд и полагая Z = Х - li2,
мы имеем с точностьюдо членов первого порядка

dz n
dt= -TZ-r- z,
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Применяя критерии Hayes [уравнение (А.16»), находим, что

стационарное состояние устойчиво, если

2>n
или

агссов ( - ~ )
п ;» 2 и 1: < n3 t/2'

(4-1)
При больших значениях n решение будет устойчивым при условии

n1' < л. В точке неустойчивости период равен 41'. Это указывает

на то, что стационарные состояния в системах с временными за

держками в петле отрицательной обратной связи двстабилиаируют

ся при увеличении усиления обратной связи (здесь n) или време

нной задержки 1'. Заметим, что мы не получили аналитического до

казательства того, что это есть вакритическая бифуркация Хоп

фа , но дальнейшие аналитические исследования понааывают, что

это как раз такой случай.

А.2. Разностные уравнения

Один из способов анализа дифференциальных уравнений боль

шей размерности состоит в рассмотрении свойств отображений,

которые представляют отображение сечения потока в себя. Такие

отображения удобно записывать в виде разностных уравнений

х, (t + 1) = fi (Х (t». i = 1,2, ... , N (А.24)

где Х; и) есть величина i-й компоненты в момент времени t, а

fi - нелинейная функция. Анализ устойчивости стационарных

состояний в разностных уравнениях проводится так же, как и в

случае дифференциальных уравнений. Предположим, что сущест

вует стационарное состояние х*, которое определяется соотноше

нием

Х (t +1) = х (t) = Х*. (А.25)

Тогда линевриаацин уравнения (А.24) в окрестности стационарно

го состояния дает

x(t+1)=A(x(t)-х*), (А.26)

где А есть матрица N х N, элементы которой задаются в виде

а , . = afi I (А.27)
1) aXj х*'

СобственныезначенияА в этом случае также находятся решением

характеристического уравнения

det (А - р/) = О. (А.28)
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Стационарное состояние х* устойчиво, если все собственные значе

ния лежат внутри единичной окружности. (Комплексное число

а + ib лежит внутри единичной окружности , если а2 + Ь2 < 1.)
Бифуркация Хопфа возникает в том 'Случае, когда два комплексно

сопряженных собственных значения одновременно пересвнают еди

ничную окружность.

В одномерном и двумерном случаях разностные уравнения об

ладают гораздо большим богатством динамического поведения,

чем обыкновенные дифференциальные уравнения. Это объяс

няется тем, что решения дифференциальных уравнений должны быть

непрерывными по времени, и это препятствует возникновению

циклов или хаоса в одномерных дифференциальных уравнениях и

хаоса в двумерных дифференциальных уравнениях. Однако как

циклы, так и хаос могут быть получены решением одномерных раз

ностных уравнений. Нак мы уже отмечали, одномерные разност

ные уравнения находят частое применение в качестве математи

ческих моделей в биологии и других естественных науках. Более

того, сравнительно простые одномерные разностные уравнения да

ют чрезвычайно большое разнообразие бифуркаций при изменении

параметров, и в некоторых случаях оказывается возможным де

тальный математический анализ таких бифуркаций. Остав шуюся

часть приложенив мы посвятим исключительно обсуждению дина

мики одномерных разностных уравнений. Для удобства мы будем

в дальнейшем последовательные шаги итераций помечать нижними

индексами.

В качестве простого примера рассмотрим линейное разностное

уравнение

(А.29)

Итерирун зто уравнение, находим

(А.30)

Следовательно, если I а I < t , то итерации Х, будут стремиться

к О при t -+ 00. Однако, если I а I > t, значения Х! будут неогра

ниченно расти при t -+ 00.

в случае одномерных разностных уравнений часто оказывается

удобным итерировать уравнение графически. Такая графическая

итерация может использоватьсядля определения поведения реше

ний во времени даже при тех обстоятельствах,при которых алге

браическое вычисление невозможно. На рис. А.5 понааана итера

ция уравнения (А.29) дЛЯ случая, в котором О < а < t, а также

для случая а > t. Геометрический характер уменьшения и роста

очевиден.
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(А.З1)ХН1 = f (Xt)

n

р = d~ /,;=%~ fn (Х) = П ( :~ )/%=х' .
t i=l t

(А.З2)

стационарное состояние, Xt+1 =
= Х/ =х*, будет устойчивым, если

I {af/ax)x* 1<1, инеустойчивым,

если I (af/a;'C)x* I > 1. Причина
этого ясна и связана с линейным

продолжением функции в стацио

нарном состоянии или, иначе, с ве

личиной собственного значения ли-

неаразованного уравнения в ста

ционарном состоянии.

Исходя из начального условия

Хо, можно итервревать уравнения

(Л.З1), получая последователь

ность Хо, Х1 = f (Хо ) , ••• , Хm =
.У/_+, =Xt = r (Ха). Периодическая орбита

периода n возникает, если Х! +n =
• * .J- * 1 -- -'= Xt, Xt+; -r- Х, при :::::::::: J < n.

Пусть

...а >t

..tt+1

Устойчивость периодической ор

биты определяется значением I р 1;
при I Р I < 1 орбита устойчива, а при I р I > 1 она ввустойчива.

При IР I = 1 ПРОИ(1ХОДИТ бифуркация. В результате возможны

бифуркации двух видов, в зависимости от знака р, ПРеАПОЛОЖИМ,

что f зависит от параметра 1.1 и что при .... = 1.10 I Р I = 1. При

р = t для значений .... , близких к 0' либо не существует периоди-

ческой орбиты (скажем, для .... > 0)' либо имеются две орбиты

периода n: одна устойчввая, а другая нвустойчивая (скажем, для

.... < ....0). в таком случае говорят, что существует касательная

6uфур~ацuя при .... = ....0. Это означает, что при прохожценвв ....

X~ Х,. Х:

Рис. А.5. Графическая втерацяя

равностаого уравневин Xt+l=aXt.

Другой способ рассмотрения уравнения (А.29) основан на до

пущении о том, что это уравнение возникаетв результате линеари

зации в окрестности стационарного состояния Xt+l = Xt = О.

Это стационарное состояние lСтойчиво при I а 1< t и неустойчи

во при I в I > 1 в соответствии с критериями устойчивости, обсу-

«<1 ждавшимвся ранее дляобщего слу

чая размерности N.
В одномерном равноством урав

нении общего вида

т
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через крвтвческое значение, кроме новой устойчивой периодичес

кой орбиты, появляется нвустойчивая периодическая орбита.

При р = -1 существует либо устойчивая орбита периода п,

либо устойчивая орбита периода 2n и веустойчивая орбита перио

да п, в зависимости от знака f-L - ).10 при малых f-L. Точка J.1 = J.1o'
где Р = - {, есть точна бифур"ациu. удвоения периода. Это оана
чает, что при прохожцении ).1 через критическое значение период

устойчивых (и. следовательно, наблюдаемых) колебаний удваи

вается.

пример 8. Дяя уравнения

Xth=axt(1-хt) 0~a<4, O~Xt<1, (А.33)

требуется определить все стационарные состояния, область значе

ний а, при которых каждое стационарное состояние устойчиво , и

тип бифуркации, возникающей при потере устойчивости стацио

нарного состояния.

Решение. Задавая Xt+1 = х, и решая получающееся квадрат

ное уравнение , находим, что стационариое состояние существует

а-1
при .7* = О для всех значений а и при х* = -- для а ~ 1.

а

Производная отображения в стационарном состоянии х* = О

равна а. откупа следует . что х* = О есть устойчивое стационарное

состояние при О ~ а < 1 инеустойчивое стационарное состояние

при а > '1 . 11 рц а == 1 происходит бифуркация, 110, несмотря на

то, что проиэводная в стационарном состоянии равна 1, эта би

фуркацвя не является касательной, так как она не изменяет числа

стационарных состояний: как при а < 1. таи и при а > 1 имеются

два стационарных состояния (одно устойчивое, а другое ивустой

чивое, если рассматривать стационарное состояние при х* < О).

В ствционарном состоянии ,1,* = (а - 1)/а проивводная равна

2 - а. ТаКШ.1 образом, это стационарное состояние устойчиво при

1. ~ а < 3 и ивустойчиво при а > 3. При а = 3 пронаводная рав

на -1 и возникает бифуркация удвоения периода с устойчивым

циклом периода 2 по мере увеличения а до значения а = 3.

Пример 9. Для уравнения

Xt+l =Xt + Ь sin 2,nxt (mod 1), Ь> О,

требуется определить все стационарные состояния, область зна

чений Ь, при которых каждое стационарное значение устойчиво, и

тип бифуркации, возникающей при потере устойчивости стационар

Horo состояния.

Решение. Легко заметить, что стационарные состояния суще

ствуют при х* = О и х* = 1/2. Пронаводная отображения в ста

ционарном состоянии х* = О равна 1 + 2лЬ, что означает, что
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это стационарное состояние всегда нвустойчвво при Ь > о. Проиа

водная в стационарном состоянии х* = 1/2 равна 1 - 2пЬ. Это

стационарное состояние теряет устойчивость в результате бифур

кации удвоения периода при Ь = 1/п.

Одно из замечательных свойств рааноствых уравнений состо

ит в том, что они иногда дают сложные последовательности бифур

каций, которые зависят от общих геометрических свойств функ

ций в правых частях уравнений. Таким образом были идентифици

рованы различные классы уравнений , обладающих хорошо опре

деленными геометрическими свойствами и проанализированы их

бифуркации. Рассмотрим теперь последовательности бифуркаций,

которые обнаруживаются в двух классах уравнений: (1) одногор

бые отображения отрезка и (2) круговые отображения, которые

являются отображениями точек окружности в себя.

В главе 2 мы уже обсудили некоторые из свойств одногорбых

функций, таких как квадратичное отображение (А.33) . При увели

чении параметра а возиикают каскады удвоения периода. Значе

ние а при первой и второй бифуркациях удвоения периода может

быть вычислено аналитически. Последовательность орбит, возни

кающих при удвоении периода 1,2 ,4,8 , ... сходится к величине

а = 3.57 ... , а для величин больших этой могут быть обнаружены

новые периодические орбиты, не принадлежащие к этой последо

вательности.

Однако последовательность периодических орбит, возникаю

щая по мере дальнейшего увеличения а , хорошо изучена и БЫ.'1а

названа Пчюследовательндстью (от ппivегsаl) в работе Мыгоро] is,
Stein and Stein (1973). Вплоть до орбит периода 6, U-последова

тельность еС1'Ь 1,2,4,6,5,3,6,5,6,4,6,5,6. При увеличении периода

орбиты число интервалов а, в которых эта орбита может быть най

дена, также увеличивается, так что возникает бесконечное множе

ство отрезков невообразимо (для биолога) малого размера, в ко

торых могут обнаруживаться устойчивые периодические орбиты.

Нроме того, существуют такие значения а, при которых может быть

покваана «хаотическая» динамика в смысле принятого техни

ческого определения хаоса. С практической точки зрения, очень

малая величина интервалов, внутри которых появляются устой

чивые периодические циклы, создает трудности при наблюдении

высокочастотных колебаний в экспериментах, кроме тех случаев ,

когда существует возможность борьбы с шумом. В физических эк

спериментах наблюдались последовательностиудвоения периода и

U-последовательности в различных системах, таких как неустой

чивые гидродинамические потоки и химические колебания. В био

логии такое поведение наблюдалось в различных математических

моделях (например, см. гл. 4), но экспериментальные наблюдения

удвоений периода и хаоса более редки (см. гл. 7).
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Рис. А.6. (а) Тор. Поло

жение любой точки на

плоскости может быть

указано двумя координа

тами, <р и е. (Ь) Траекто

рия на поверхности то

ра. Покавано сечение

потока. Отображение

Пуанкаре дает <Pt+l как

функцию <Pt. Число обо

ротов определяет число

вращений по коордииате

ер для каждого вращения

по коордииате е .

(А.35)

(А.36)

Нроме отображений отрезка с одним акстремумом, имеется также

хорошо разработанный метод теоретического описания глобаль

ной организации бифуркаций в разностных уравнениях, которые

отображают точки окружности в себя. Такие функции естествен

но возникают в биологических системах - например, во время

периодической стимуляции биологическо-

го осциллятора (см. гл. 7). Круговое 0'1'0- (о)
браженив имеет вид

CPt+1=!(<Pt) (mod 1), (А.34)

где <Pt есть точка на единичной окружно

сти 81, а! - функция, которая может быть

нелинейвой. Если круговое отображение

непрерывно, оно может быть охарантери- (ь)

зоввно числом, называемым топологиче

ской степенью и равным числу прохожде

ний fPt +1 по единичной окружности за то

время, за которое fPt обходит ее один раз .

Важность понятия топологической степени

состоит в том, что при периодическом воз

мущении автоколебаний с сильно притяги

вающим предельным циклом динамика ча

сто описывается круговыми отображения

ми топологической степени 1 или О (разд.

7.4). Динамика, описываемая уравнением

(А.34), может быть частично охарактеризо

вана числом оборотов. Обозначив

L\CPt =! (fPt) -<Pt,
определим число оборотов как

N

. 1 ",
Р = 11т sUP"N .L.J L\<Pt ·

n ..... оо I t =1

Если разностное уравнение имеет периодическое решение, число

оборотов является рациональнымчислом.

Понимание некоторых свойств числа оборотов может быть до

стигнуто рассмотрениемдифференциальныхуравнений, определен

ных на торе (рис. А.В). При условииотсутствиянеподвижных точек

в потоке можно анализировать динамическое поведение, рас

сматривая сечение потока. Отображение, переводящее секущую

поверхность в себя посредством траекторий динамической систе

мы, называетсяотображениемПианкаредля этой системы. Поско

льку топологическисекущая является окружностью,отображение

Пуанкаре представляет собой отображение окружности. Более

того, так как траектории не могут пересекаться, отображение

Пуввкврв является взаимно однозначным и обратимым. Число

оборотов представляетсобой усредненное вращение по коорцина-
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те qJ для одного вращения по координате е (см. рис. А.б). Число

оборотов для любых начальных условий на сенущей должно быть

одинановым. Периодичесное возмущеliие нелинейных нолебаний

стимулами малой амплитуды часто описывается обратимыми кру

говыми отображениями. В этом случае обнаружввавтся структура,

1.0 fC""'"'~---"'-----'1r----~----,o"J""'"

2.01.5

Т

О "-- а..-__........__..а..- _

1.0

ь

0.5

Рис. А.7. Области локалъно устойчивого захвата фазы ~ля синусоидального

отображения в уравнении (А.37). Линия, проведенвая на уровне Ь = 1/2,
отделяет область, в которой отображение вааимво-одноаначво и обратимо
(6 < 1/2) от области, в которой оно веобратиио (Ь > 1/2). Ширина некоторых
областей захвата настолько уменьшается при увеличении Ь, что границы

сливаются в одиу линию. Там, где две зоны перекрываются, наблюдается

бистабильность. Неотмеченные области являются областями захвата фазы,
квааипериодической и хаотической динамики. Из работы G1ass et а]. (1983).

покваанная на рис. 7.5 и называемая языками Арнольда. Однано

при увелвченвв амплитуды стимуляции эта простая структура язы

ков Арнольда разрушается, и имеют место чрезвычайно сложные

бвфурнации , которые еще не получили достаточно полного объяс

нения.

Для иллюстрацви того, что здесь происходит, рассмотрим мо

дельное уравнение

Ч't+1 = qJt + т + Ь sin (2ЛqJt), (А.З7)
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где Ь и т - константы. Отображенив (А.37) непрерывно для всех

значений Ь. Однако при Ь = 1/2 отображение становится немоно

тонным. т аким образом, для Ь > 1/2 отображение больше не яв

ляется взаимно-однозначным обратимым отображением окружно

сти, хотя продолжает сохранять топологическую степень, равную

1.
График зависимости зон захвата фаэы от Ь и т по кааан на

рис. А.7. ДЛИ Ь < 1/2 структура языков Арнольда, покааанная на

рис. 7.5, сохраняется. В области значений Ь> 1/2, в которой ото

бражение является веобратимым, структура оказывается совсем

иной. Нажцый язык Арнольда, существующий в области значений

Ь < 1/2, вытягивается в область Ь > 1/2 , расщеплянсь на две

ветви. .
Следовательно, продолжения языков Арнольда могут веросе

каться, и возникает ситуация, в которой обнаруживаются две

различные периодические орбиты с различными числами оборотов

при одних и тех жв значениях параметра. Другое важное свойство

состоит в том. что существуют сложные последовательности бифур

каций в У-обрввных областях, образованных продолженияма всех

языков Арнольда. Каждый из языков Арнольда имеет сложное гео

метрическое устройство бифуркаций удвоения периода, обнаружи

вающих самоподобие. которое схематически представлено на рис.

А.8. 3а точками сходимости последовательностей уцвеения перио

да начинается хаотическое движение. В 1982 г. Glass и Perez
высказали предположение, что топологическая структура, пред

ставленная на рис. А.8, присутствует в каждом из языков Ар

нольда. В векотором смысле эта структура является разверткой

(unfolding) бифуркаций в отображениях с одним параметроми од

ним экстремумом до отображений с двумя параметрами и двумя

экстремумвми. Этот пример представляет интерес, так как в нем

проявляется аналогия с периодически возмущаемыми клетками

сердца куриного эмбриона (гл. 7).
Подробный анализ бифуркаций круговых отображений с топо

логической степенью, отличной от 1, не проводился. Однако глав

ным мотивом для исследования этой проблемы до сих пор служила

возможность применвния ее к биологическим системам, в которых

отображения с топологической степенью О возникают естественным

образом благодаря существованию явления фазовых сдвигов у би

ологических осцилляторов, которые были обнаружены экспери

ментально (гл. 6). Такие же последовательности удвоения периода,

как те, что показавы на рис. А.8, наблюдаются также в отображе

ниях со степенью О.

Большая часть результатов , квсающвхся глобальной органи

зации бифуркаций, была получена с использованием численных

методов в соединении с хорошо разработанными топологическими

методами. Проблемы, поддающиеся простому аналитическому ре-
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М::::) r\ериод е

llillI!I период 4

В] период 2

Сплошные линии - 6ифvркация
удвоения периода

Пунктирные линии

касатевьная 6ифуркация

Рис. А.8. Схематическое изображение зон бифуркаций удвоения периода
в отображениях с двумя квадратичными экстремумами . Такая схема была

обнаружена в кубических отображениях отреака и в круговых отображениях.
Из работы Belair and Glass (1985).

шению , встречаются нечасто. Следующие две задачи иллюстри

руют некоторые особенности теории.

Пример 10. Рассмотрим круговое отображение топологической

степени О,

<Pt+l = Ь sin 2nept (mod 1).

Для какого значения Ь существует цикл периода, проходящий

через два зкстремума?

Решение. Этот случай показав на рис. А.9. Экстремумы нахо

дятся в точках <Pt = 1/4 и <Pt = 3/4. Полагая еро = 1/4, имеем

3/4 = Ь sin п/2, откуда сразу же получаем Ь = 3/4.

Пример 11. Рассмотрим круговое отображение

ер,+! = <Pt - Ь sin 2п<р!+ т.
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Требуется ВЫЧИСЛИТЬ границы обл асти, в которой существ ует

устойчивая периодическая орбита периода 1 с числом оборотов 1,
и ох арактеризовать бифуркации на этих гр аница~ .

1.5

0.6

1.00
0 .5

0 .15 0.4

Ь

0.50 0 .3

fJJ t +l
02

0.25

0 .1

0 .25 0 .50 0 .15 1.00 О

Ч>t
0.5 1.0

Т

Рис . А .9. Круговое отображение то

пологической степени О с устойчи

вой орбитой периода 2, проходящей

через два экстреиуиа (см. пример 10).

Рис. А.1 0. Зона устойчивого захвата

фазы 1 : 1 для кругового отображе

ния в примере 11.

Решение, Пусть имеется нвпоцвижная точка tp*. Тогда для

орбиты периода 1 с числом оборотов , р авным 1, мы должны иметь

1 + tp* = tp* -Ь sin (2лtp*) + т .

I .-1 IПри условии -ь- ~ 1 это уравнение будет иметь решение ви-

д а 2лtp* = arcsin ( • ь 1 ). Положение касательной бифуркации

можно определить , потребовав , чтобы aaq>t +l I . Отсюда мы вычи-
q>t 'Р *

сляем 2лЬ cos 2лtp = О, и когда Ь увеличивается при фиксирован-

ном 1', имеет место касательная бифуркация вдоль линий Ь = 1 
- т И Ь = т - 1. По мере дальнейшего увеличения Ь решение с

периодом 1 теряет устойчивость в результате бифуркации удвое-

ния периода . Это происходит, когда aaqJ t +1 I = -1 . В этом слу-
q>t 'Р *

чае вычи сляем , что - 1 = 1- 2лЬ cos 2лtp*. Подстановкой значе-

ния <р* находим, что бифуркация удвоения периода имеет место

вдоль гиперболы ~ = Ь2 - (1' - 1)2. Область , в которой сущест-
л
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вует устойчивое решение периода 1 с числом оборотов, равным 1,
понааана на рис . А.10.

А.3. Задачи

Многие из зтих задач извлечены из опубликованных статей по

колебаниям и хаосу в биологических системах. С целью поощрить

читателей предпринять собственные вычисления, мы не приводим

здесь источников уравнений (хотя большинство из НИХ можно най

ти, стоит лишь немного покопатъся). Задачи имеют разный уро

вень трудности, и некоторые из них довольно сложны. Многие из

них (но не все) были успешно решены нашими студентами-физиоло

гами. Студенты, имеющие доступ к компьютерам, могут восполь

зоваться преимуществами численного моделирования динамики.

t. В дифференциальном уравнении

: = sin х-ах, x~O, a~O,

рассмотрите бифуркации как функцию а. Исходя из любых нача

льных условий, опишите динамику при t ~ 00.

2. Дифференциальное уравнение

аср ПА'
-=;:,~- SlDlndt Т'

где qJ берется по модулю 2n, а Q и А - положительные константы,

рассматривалось в качестве модели двух связанных, спонтанно ко

леблющихся нейронов. Здесь qJ представляет собой разность фаз

между актвввостяма двух нейронов. Рассмотрите. качественную

давамину и бифуркации в зависимости от g и А.

3. «Брюсселятор», предложенный в качестве модели биохимичес

ких осцилляторов, описывается дифференциальными уравнениями

dz ау 2
-=а-Ьх+х2у-х, -=Ьх-х у,
dt dt

где х и у - положительные переменные, а а и Ь - положительные

ковотвиты. Определите стационарное состояние и опишите устой

чивость в зависимости от а и Ь. Нвкой тип бифуркации возникает

при потере устойчивости стационарного состояния?

4. "уравнения

tk ау- = t-xy" -=4ху"-4у
dt ' dt '

где х и у - положительные переменные, "V - положительная кон

станта, предложены в качестве модели гликолитическвх волоба-
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ний, Найти стационарное состояние, определить его устойчивость

н классифицировать его (увел, фокус, свдловая точка) в зависи

мости от у.

5. (А) Исходя из собственных значений в стационарном состоянии ,

классифицируйте различные стапаоварные СОСТОЯНИЯ в трехмер

ном случае и нарисуйте траектории в окрестности каждого из них.

(В) Предположим, что дифференциальное уравнение опредвля

ется внутри трехмерного шара и что траектории на границе шара

направлены внутрь него. Существует единственное стационарное

состояние. Какое из стационарных состояний, найденных в (А),

может быть этим единственным состоянием?

6. Следующая система уравнений была предложена в качестве 140

дели угнетения по механизму обратной связи:

аХ1 ~т

dГ- i}т+:t~

аХ; 2 3 Nfit=Xi-l-Хi, i=, , ... , .

найти стационарное состояние и определить критерии дяя би

фуркации Хопфа как функции N и т, когда ~ = 1/2.

7. Дчфференцвальное уравнение

ах; i}2т 2 4
Т - (~т+xm ) (~т+x~ ) -Xi, i = 1, ,3, ,

'н Н'

где Xi - ПОJlOlНительные переменные (Х5 = Xl' Хе= Х2) было

предложено в качестве модели последовательного деингибирова

вия. Найти стационарное состояние и определить величину т,

при которой происходит бифуркация Хопфа, когда ,,= 1/4.

8. Вычислитъ амплитуду и период колебаний в уравнении с за

паздывающим аргументом (пример 7) при n --+ 00.

9. Рассмотреть кусочно-линейное разностное уравнение

Xt+l = Xt +0,4, O~Xt~O,6,

xt+1=Xt-О,2, 0,6~xt~O,7,

Xt+l=Xt-0,6, 0,7~Xt~1,O.

Определить динамику этого уравнения алгебравчески и гра

фически, исходя из различных начальных условий. Существуют

ли здесь устойчивые циклы?
1- x t

10. Опишите динамику разностного уравнения Xt+l = ЗХt+1 '!

O~Xt~ 1. Существуют ли устойчивые циклы?
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11. Р азностное уравнение Xt+l=3,6Xt-ХI итерируется численно ,

начиная с неното рого значения ХО , 0< ХО < 3,6, и дает дина

мику, которая, по-видимому, является хаотической. Каковы

максимальное и минимальное значения Xt, которые могут наблю

Даться после многих итераций? (Подскавка: это не значения

3 ,6 и О.)

12. Для разностного уравнения ХН1 = АХе (1- Хд , O~A~4,
O:::::;;xo~1, найти значения f.t, при которых наблюдается устойчи

вый цикл периода 2.
13. Для кубического отображения Xt+l = axf + (1 - а) Xt,

-1 ~Xt~ 1, О ~ а ~ 4, описать бифуркации и стационарные

состояния и циклы для О :::::;; а ~ 1 + 51 /2.

14. Рассмотрите простую модель автоколебаний. описываемую

уравнением (2.4) . Это уравневие возмущается горизонтальным

смещением на величину Ь , и происходит быстрая . релаксация к

предельному циклу (а __ 00).
(А) Определить аналитически новую фазу как функцию преды

дущей фазы (т .е. КФП) и нарисовать графики для Ь = 0.8 и 1.2.
(В) Используя теорию, изложенную в разд. 7.4, вычислить

границу зоны захвата 1:1 в зависимости от Ь . Нанив типы бифур

каций имеют место н а границе?

Примечания и литература, математическое приложевне

В последние годы возник большой интерес к нелинейной мате

матике и появился ряд учебников, относящихся к этой области. R
учебникам с ориентацией на физику, которые включают многочи

сленные примеры применения теории в физических науках, но не

содержат строгой математики, относятся книги Berge, Pameau and
V idal (1984), Sсhпstсг (1984) , Тпоптрвоп and Stewart (1986). Мате

матически сривнтироввнными учебниками, основанными на более

строгом подходе , являются Арнольд (1978) , G цскепйецпет and
Ноlшеs (1983) и Devaney ('1986). Исследование хаотической дина

мики с точки зрения э ргодической теории проведоно в работе

Lasota and Mackey (1985) . Математическое р ассмотрение включен

ных здесь тем можно найти в последних ннигах по математической

биологии (Segel (1984); Мштау (1988» .

А .1. Дuфферен,цuа.лЬ1tые урав1tенuя

Прекрасный учебник по качественной теории дифференциаль

ных уравнений написан двумя выдающимвся математиками (Hirsch
and Smale (1974». в нем содержатся элементарное рассмотрение

теоремы о бифуркации Хопфа и доказательство единственности и

т
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УСТОЙЧИВОСТИ предельных циклов , описываемых уравнением Ван

дер-Поля. Дополнительные работы по бифуркации Хопфа содвр

жатся виниге Marsden and l\lcCracken (1979). Теорема Пуанкаре

об инденсе обычно рассматривается на высоком уровне матвмати

ческой подготовки. Обсуждение ее применения и веиторным полям

различной размерности и топологии содержится виниге GliШе

min and Pollack (1974) (ищите теорему Хопфа - Пуанкаре, но не

подумайте, что это тот же самый Хопф, имя которого носит бифур

нация, потому что это не таи). Применепия теоремы Хопфа -Пуан

каре об индексе В биологии и химии содержатся в работе Glass
(1975).

Фазовый портрет, построенный для случая взаимного ингиби

рования (рис. А .3), отражает топологию принципа ноннурентного

вытеснения в экологии (Мау (1973» 11 служит моделью взаимного

ингибирования в биохимических и нейровных сетях (Glass and
Кацйпгап (1973); Shymko and Glass (1974); Glass ашl YOllng 1979).
Динамическое поведение сетей; в которых существует взаимная ак

тивация (см. вышеприведенные ссылки, а таите недавние иссле

дования Hopfield (1984», характериауетсятой же самой топологи

ей. Первые важные примеры описания хаоса нвлинвйными обык

новенными дифференциальными уравнениями можно найти в ра

ботах Lorenz (1963) and Rossler (1979).
Уравнения с запаздывающим арг ументом в начвствв моделей

регуляции с обратной связью в фивиологни широко использова

лись (Mackey and Glass (1977); ап der Heiden (1979, 1985); Мв

ckey (1978); Glass and Mackey (1979а): Mackey (1979 а,Ь); Mackey
and ап der Heiden (1984); ап der Heiden and Mackey (1982, 1988».

А .2. Равностные уравн,ен,uя

Рассмотрение бифуркаций в квадратичном отображении (ура

внение А.33) можно найти у разных авторов, но особенно реномен

дуются Devaney (1986) и Тйошрвоп and Stewart (1986). Хороший
обзор свойств обратимых круговых отображений содержится в

книге Devaney (1986). В последние годы возник интерес и перехо

ду от обратимости инеобратимости (Feigenballm, К adanoff and
Shenker (1982»; Ostltlnd et al. (1983); М.Н. Jensen, Bak and Вопг

(1984» . С биологической точни зрения представляет интерес изу

чение динамики при значениях параметров , при которых отобра

жение необратимо (см. разд. 7.4). Изучение бифуркацийтаиого ото

бражения в области, где воаникает иеобратимость, было пред

принято в связи с биологичесними проблемами (R. Perez and Glass
(1982); Glass and Perez (1982» и выполнялось впоследствии многи

ми другими авторами (Schell, Fraser and Карга} (1983); Боуlапd

(1986); Fraser and Каргаl (1984); Belair and Glass (1985); Mackay
and Tresser (1986».

lf'j 15-838
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